
�11.6 Ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëíîé ãðóïïû Ïóàíêàðå 381ïðîñòðàíñòâå èìååòñÿ âûäåëåííîå íàïðàâëåíèå (à îíî èìååòñÿ�àêòè÷åñêè âñåãäà, ýòî íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ êàêîé-ëèáî äâè-æóùåéñÿ îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷¼òà ÷àñòèöû), òî åù¼ è ïðî-åêöèÿ ñïèíà íà ýòî íàïðàâëåíèå.11.6 Ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëíîé ãðóïïûÏóàíêàðåÏåðåéä¼ì òåïåðü ê îïèñàíèþ ïðåäñòàâëåíèé ïîëíîé ãðóïïû Ïó-àíêàðå, êîãäà â ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîâîðîòà âîâëå÷åíî è âðåìÿ. Íàìâåäü íåîáõîäèìî îïèñàíèå íå òîëüêî äëÿ åäèíñòâåííîãî íàáëþäà-òåëÿ, íî è äëÿ ðàçíûõ, íå ñîâïàäàþùèõ íàáëþäàòåëåé. À çíà÷èòäëÿ ñèñòåì îòñ÷¼òà äâèæóùèõñÿ äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà. �å÷üîïÿòü áóäåò èäòè òîëüêî îá îðòîãîíàëüíûõ ïîâîðîòàõ, ñäâèãàõè îòðàæåíèÿõ, êîòîðûå íå çàòðàãèâàþò âåëè÷èíû åäèíèö èçìå-ðåíèÿ âñåõ êîîðäèíàò, áîëåå òîãî, â ñëó÷àå ïîâîðîòîâ åäèíèöûïîäðàçóìåâàþòñÿ îäèíàêîâûìè äëÿ âñåõ ÷åòûð¼õ íàïðàâëåíèé.Ïðåäñòàâëåíèå êîíòðàâàðèàíòíîãî âåêòîðà ÷åòûðüìÿ ìàòðè-öàìè â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé îïèñàíî â � 10.5. ßâíûé âèä òà-êèõ ìàòðèö γi ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ ëîêàëü-íîé ïñåâäîåâêëèäîâîñòè (10.19), õàðàêòåðèçóþùåãî ãðóïïó Ïó-àíêàðå.6 Ýòè ìàòðèöû ñëóæàò â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé îáðàçîìåäèíè÷íîãî êàñàòåëüíîãî ê òðàåêòîðèè âåêòîðà è îáðàçóþùèìèäëÿ ïîëíîãî ðåïåðà â àëãåáðå M(4, C). Ïðèâÿçûâàÿ ðåïåð ê òà-êèì îáðàçîì îïðåäåë¼ííûì îáðàçóþùèì ìû óâÿçûâàåì åãî îðè-åíòàöèþ, îðèåíòàöèþ ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé, ñ íàïðàâëåíèåìòðàåêòîðèè â äàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, ñîãëàñóåì èõ.Âñå ïðåäñòàâëåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé èç ãðóïïû Ïóàíêàðå â ïðî-ñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ìîãóò áûòü ðàçëîæåíû ïî òàêîìó ðåïåðó.Íàïðèìåð, ïî ðåïåðó (11.10). Äà è ñàìàÿ åñòåñòâåííàÿ äëÿ íàñðåàëèçàöèÿ ïîëíîé ãðóïïû Ëîðåíöà èçíà÷àëüíî ÿâëÿåòñÿ íè÷åìèíûì êàê ãðóïïîé 4 × 4 ìàòðèö, ïîä÷èíÿþùèõñÿ îïðåäåë¼ííûìóñëîâèÿì.6Îòìåòèì, ÷òî ýòî, âåêòîðíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Ëîðåíöà, ÿâëÿåòñÿïðåäñòàâëåíèåì ïîäîáèÿ.



382 Ï�ÈÍÖÈÏÛ ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈÈÏîëíàÿ ãðóïïà Ëîðåíöà èìååò ÷åòûðå ñâÿçíûå êîìïîíåíòû.Âíóòðè êàæäîé ñâÿçíîé ïîäãðóïïû ãðóïïû Ëîðåíöà îò îäíîéïðîöåäóðû èçìåðåíèÿ ê äðóãîé ìîæíî ïåðåéòè íåïðåðûâíûì èç-ìåíåíèåì, ïîâîðîòîì ðåïåðà ìàñøòàáîâ. Ïåðåõîä ìåæäó ðàçíû-ìè ñâÿçíûìè ïîäãðóïïàìè âîçìîæåí òîëüêî ñ ïîìîùüþ äèñêðåò-íûõ îòðàæåíèé âðåìåííîé êîîðäèíàòû (èçìåíåíèÿ íàïðàâëåíèÿîòñ÷¼òà âðåìåíè) è èçìåíåíèÿ îðèåíòàöèè ïðîñòðàíñòâåííîãî ðå-ïåðà. Èçìåíåíèå åãî îðèåíòàöèè ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî ïîñðåä-ñòâîì èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà íóìåðàöèè ñîñòàâëÿþùèõ ýòîò ðåïåðìàñøòàáîâ (íå÷¼òíîé ïåðåñòàíîâêîé íîìåðîâ), òàêæå êàê è ñ ïî-ìîùüþ èçìåíåíèÿ íàïðàâëåíèÿ âñåõ ìàñøòàáîâ ðåïåðà èëè òîëü-êî îäíîãî èç íèõ.Òî÷íî òàêóþ æå ñòðóêòóðó äîëæíû èìåòü è âñå ïðåäñòàâëå-íèÿ ïîëíîé ãðóïïû. Ýòî êàñàåòñÿ êàê ïðåäñòàâëåíèé ïðåîáðà-çîâàíèÿìè, òàê è ïðåäñòàâëåíèé âåêòîðàìè ñîñòîÿíèÿ. Êëàññè-�èêàöèÿ ÷èñòûõ âðàùåíèé (âíóòðè ñâÿçíûõ êîìïîíåíò) â ÷åòû-ð¼õìåðíîì ñëó÷àå ñòàíîâèòñÿ áîëåå ñëîæíîé, ÷åì â òð¼õìåðíîì.Ñîáñòâåííàÿ ãðóïïà Ëîðåíöà SO(3, 1) (ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ïîë-íîé ãðóïïû Ëîðåíöà, ñ îïðåäåëèòåëåì ðàâíûì +1) íå ÿâëÿåò-ñÿ êîìïàêòíîé. Âðàùåíèÿ íà ìíèìûé óãîë â ïëîñêîñòè {x4 =
it,n} èìåþò îáëàñòüþ èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà t âñþ äåéñòâèòåëü-íóþ ïðÿìóþ [−∞,∞]. Ïîýòîìó ïðÿìîå ïðèìåíåíèå äëÿ êëàñ-ñè�èêàöèè å¼ ïðåäñòàâëåíèé îïåðàòîðà Êàçèìèðà âèäà (11.25),ðàñøèðåííîãî ó÷¼òîì ãåíåðàòîðîâ Ëîðåíöîâñêèõ áóñòîâ (ïîâîðî-òîâ, âîâëåêàþùèõ âðåìÿ), íå ìîæåò îïèðàòüñÿ íà ñîîòâåòñòâóþ-ùèå òåîðåìû òåîðèè ãðóïï Ëè. Â òî æå âðåìÿ ÿñíî è òî, ÷òîïðè îãðàíè÷åíèè ïðîöåäóð èçìåðåíèÿ òîëüêî äî ãðóïïû ïîêî-ÿùèõñÿ äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà, äîëæíû áûòü âîçìîæíû âñåóæå óïîìèíàâøèåñÿ ðàíåå ñïîñîáû êëàññè�èêàöèè êàê âåêòîðîâñîñòîÿíèÿ, òàê è èõ ïðåîáðàçîâàíèé. Äëÿ ñîõðàíåíèÿ òàêîãî ñî-îòâåòñòâèÿ æåëàòåëüíî èñïîëüçîâàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëàèìåííî îïåðàòîðà (11.25) è äëÿ êëàññè�èêàöèè ïðåäñòàâëåíèéãðóïïû SO(3, 1). Ñåé÷àñ ìû ïîïûòàåìñÿ ïðîñëåäèòü âîçíèêà-þùèå ïðè ýòîì ñîîòíîøåíèÿ, êàê àáñòðàêòíûå (ó÷èòûâàþùèåòîëüêî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå äëÿ èõ îïèñàíèÿ êîëè÷åñòâî



�11.6 Ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëíîé ãðóïïû Ïóàíêàðå 383êîìïîíåíò) ïðåäñòàâëåíèÿ âåêòîðîâ ñîñòîÿíèÿ, òàê è, ïî âîçìîæ-íîñòè, ïîÿâëÿþùèåñÿ ïðè ýòîì ñòðóêòóðíûå ñâîéñòâà äëÿ íàøèõâåêòîðîâ ñîñòîÿíèÿ èç ïðîñòðàíñòâà 4 × 4 ìàòðèö.Ñòðóêòóðà áàçèñà (11.10) ïîçâîëÿåò ëåãêî âèäåòü, ÷òî òðå-áîâàíèÿ íà ñîîòâåòñòâèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë â ïîëíîöåí-íîì ÷åòûð¼õìåðíîì îïèñàíèè òåì, êîòîðûå èìåþòñÿ äëÿ ñëó÷àÿïîêîÿ, äåéñòâèòåëüíî ìîæíî óäîâëåòâîðèòü, è ñ åãî ïîìîùüþìîæíî îïèñûâàòü íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû SO(3, 1).�àññìîòðèì ãåíåðàòîðû Γ c
10÷Γ c

15. Èõ ñîâîêóïíîñòü îáðàçóåò ïîä-ãðóïïó (ïîäàëãåáðó) â ïîëíîé ãðóïïå (àëãåáðå) ãåíåðàòîðîâ áàçè-ñà. Íà å¼ îñíîâå ìîæíî ïîñòðîèòü íåîáõîäèìûå íàì ïðåäñòàâëå-íèÿ ñîáñòâåííîé ãðóïïû Ëîðåíöà. Èìåííî ïî ýòîé ïðè÷èíå äëÿêëàññè�èêàöèè ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû Ïóàíêàðå â íàøåì ïðî-ñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé óäîáíî èñïîëüçîâàòü ðåïåð, îáðàçóþùèìèêîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ γ-ìàòðèöû. Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êàæäî-ìó ïîâîðîòó â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè â ïëîñêîñòè {i, k} íà óãîë
φ ìàòðèöó â ïðîñòðàíñòâå 4×4 êîìïëåêñíûõ ìàòðèö ïî ïðàâèëó

U(ik)(φ) = exp(±iσikjφ), (11.32)ãäå j ïîêà ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî óêàçàííûå âûøå ãåíåðàòîðû (σik) ÿâ-ëÿþòñÿ áëî÷íûìè ìàòðèöàìè âèäà
(

±σ 0
0 ±σ

)

, (11.33)ãäå σ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé 2 × 2 ìàòðèöû Ïàóëè (äîïîëíåííûååäèíè÷íîé). À ïðåîáðàçîâàíèÿ (11.32) ÿâëÿþòñÿ äèàãîíàëüíûìèáëî÷íûìè ìàòðèöàìè âèäà
(

U1 0
0 U4

)

=

(

exp(±iσjφ) 0
0 exp(±iσjφ)

)

. (11.34)Â ïðîñòðàíñòâå M(4, C) ëþáóþ ìàòðèöó ìîæíî ðàññìàòðèâàòüêàê ñîñòîÿùóþ èç ÷åòûð¼õ 2 × 2 êëåòîê. Â îáùåì ñëó÷àå òàêîåðàçáèåíèå ìàòðèöû íå ñîõðàíÿåòñÿ ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ìàò-ðèö, ïîñêîëüêó êîìïîíåíòû êëåòîê ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîãóò



384 Ï�ÈÍÖÈÏÛ ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈÈîáðàçîâûâàòüñÿ ñ ó÷àñòèåì êîìïîíåíò èç ðàçíûõ êëåòîê, ñ�îð-ìèðîâàííûõ äî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Åñëè æå òàêîå ðàçáèåíèå â òîéèëè èíîé �îðìå ñîõðàíÿåòñÿ è ïîñëå ëþáîãî äîïóñòèìîãî ïðå-îáðàçîâàíèÿ, ïðèíàäëåæàùåãî íåêîòîðîé ãðóïïå, òî îíî ÿâëÿåò-ñÿ õàðàêòåðíûì ñòðóêòóðíûì ïðèçíàêîì ñàìîé ýòîé ãðóïïûìàòðèö. Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîå ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö âèäà (11.34)ñíîâà ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé òàêîãî âèäà.Äåéñòâèå ëþáîãî òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîõðàíÿåò 2× 2 êëå-òî÷íóþ ñòðóêòóðó 4 × 4 ìàòðèöû ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà ñîñòî-ÿíèÿ. Êàæäàÿ èç êëåòîê ïðåîáðàçîâàííîé ìàòðèöû âåêòîðà ñî-ñòîÿíèÿ çàâèñèò òîëüêî îò ýëåìåíòîâ òîé æå ñàìîé êëåòêè èñõîä-íîé ìàòðèöû è êîý��èöèåíòîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ, òîæå íå âñåõ, àòîëüêî èç ñîîòâåòñòâóþùåé êëåòêè ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèÿ:
(

U1 0
0 U4

)(

Ψ1 Ψ2

Ψ3 Ψ4

)

=

(

U1Ψ1 U1Ψ2

U4Ψ3 U4Ψ4

) (11.35)äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ Ψ è
(

Ψ1 Ψ2

Ψ3 Ψ4

)(

U−1
1 0

0 U−1
4

)

=

(

Ψ1U
−1
1 Ψ2U

−1
4

Ψ3U
−1
1 Ψ4U

−1
4

) (11.36)äëÿ ñîïðÿæ¼ííîãî åìó âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ Ψ. Ïðè äåéñòâèè òàêî-ãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà â ïðî-ñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé âñå ÷åòûðå êëåòêè âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ ïðå-îáðàçóþòñÿ ïî-îòäåëüíîñòè è îñòàþòñÿ íà ñâîèõ ìåñòàõ.Åñëè ìû îòîæäåñòâèì çíà÷åíèå j ñî ñïèíîì, ÷èñëîì, ïðîèçâî-äÿùèì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Êàçèìèðà äëÿ ïîäãðóï-ïû ÷èñòî òð¼õìåðíûõ âðàùåíèé (11.25), òî äëÿ j = 1
2 ïîëó÷èìïîëíîå ñîîòâåòñòâèå ñ ðàññìîòðåííîé äëÿ ïîêîÿùèõñÿ ñèñòåìñõåìîé êëàññè�èêàöèè ýòîãî íàáîðà (ñïèíîðíûõ) ïðåäñòàâëåíèé.Èç ñðàâíåíèÿ (11.34,11.35) è (11.26,11.28), à òàêæå (11.34,11.36) è(11.26,11.30) ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî êàæäûé îòäåëüíûé ñòîëáåöâ 2× 2 áëîêå ìàòðèöû 4× 4 âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ Ψ, è êàæäàÿ îò-äåëüíàÿ ñòðîêà â 2×2 áëîêå ìàòðèöû 4×4 ñîïðÿæ¼ííîãî âåêòîðàñîñòîÿíèÿ Ψ ïðåîáðàçóþòñÿ êàê ñïèíîð (11.27) è ñîïðÿæ¼ííûéñïèíîð (11.29).



�11.6 Ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëíîé ãðóïïû Ïóàíêàðå 385Èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî ñïèíîðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñîá-ñòâåííîé ãðóïïû Ëîðåíöà ðàçáèåíèå ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà ñî-ñòîÿíèÿ íà ÷åòûðå íåçàâèñèìûõ áëîêà ïðè ïåðåõîäå ê ðàññìîò-ðåíèþ ïîëíîé ãðóïïû Ëîðåíöà àâòîìàòè÷åñêè àññîöèèðóåò êàæ-äûé èç ýòèõ ÷åòûð¼õ áëîêîâ ñ îäíîé èç ÷åòûð¼õ ñâÿçíûõ êîìïî-íåíò ýòîé ãðóïïû. Êàæäàÿ èç ýòèõ êîìïîíåíò îòëè÷àåòñÿ ñâîèìñîáñòâåííûì âûáîðîì îðèåíòàöèè òð¼õìåðíîãî ïðîñòðàíñòâåí-íîãî ðåïåðà è âûáîðîì íàïðàâëåíèÿ âðåìåíè. Ïîýòîìó åñòåñòâåí-íî íàçûâàòü áëîêè ìàòðèöû âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñýòèì âûáîðîì � ëåâîîðèåíòèðîâàííûå (èëè ïðîñòî ëåâûå) êîì-ïîíåíòû, ïðàâîîðèåíòèðîâàííûå (ïðàâûå) êîìïîíåíòû, à òàêæå,ñîãëàñíî ñ âûáîðîì íàïðàâëåíèÿ âðåìåíè � ÷àñòèöû è àíòè÷à-ñòèöû.Î ñâÿçè ÿðëûêîâ �÷àñòèöà è àíòè÷àñòèöà� ñ âûáîðîì íàïðàâ-ëåíèÿ âðåìåíè ìû óæå äîñòàòî÷íî ãîâîðèëè ðàíüøå. À âîò ïî-íÿòèÿ î ëåâûõ è ïðàâûõ êîìïîíåíòàõ ïðèìåíèòåëüíî ê âåêòî-ðàì ñîñòîÿíèé ìû ïîêà ïðàêòè÷åñêè íå êàñàëèñü. Òîëüêî ëèøüíåìíîãî ãîâîðèëè î äåéñòâèè îïåðàòîðà îòðàæåíèÿ (ïðåäñòàâëå-íèÿ èçìåíåíèÿ îðèåíòàöèè ïðîñòðàíñòâåííîé ÷àñòè ïðîöåäóðûèçìåðåíèé) íà âåêòîð ñîñòîÿíèÿ. È ñâÿçàëè ñ íèì õàðàêòåðè-ñòè÷åñêîå ÷èñëî �÷¼òíîñòü�. Òî, ÷òî ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèèâ ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû, äëÿ êîòîðûõèìååòñÿ ðàçíèöà ìåæäó ïðàâîé è ëåâîé îðèåíòàöèåé, ìåíÿþò èëèíå ìåíÿþò ýòó îðèåíòàöèþ, îòñëåæèâàëîñü â íàøåì îïèñàíèè íåïîëíîñòüþ. Ýòî áûëî ñâÿçàíî ñ îãðàíè÷åííîñòüþ ðàññìàòðèâà-åìîé â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðà�àõ ãðóïïû äîïóñòèìûõ ïðîöåäóðèçìåðåíèé. Òåïåðü æå âñå ýòè ñâîéñòâà ïîëíîñòüþ ïðåäñòàâëå-íû â ñòðóêòóðå âîçìîæíûõ âåêòîðîâ ñîñòîÿíèÿ. Äëÿ ñïèíîðíîãîïðåäñòàâëåíèÿ çíàê ñïèíîðà îñòàâàëñÿ íåîïðåäåë¼ííûì (îáà çíà-êà áûëè ñîâåðøåííî ðàâíîïðàâíû, èçìåíåíèå çíàêà âîçìîæíî âðåçóëüòàòå íåïðåðûâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñïèíîðà). Ïîýòîìó, êàêäîëæíà ïðîÿâëÿòüñÿ �÷¼òíîñòü�, îñòàâàëîñü íå ÿñíûì. Å¼ íåëüçÿáûëî ñâÿçàòü ïðîñòî ñ èçìåíåíèåì çíàêà ñïèíîðà. Çäåñü ìû âè-äèì, ÷òî ñ îðèåíòàöèåé ïðîñòðàíñòâåííîãî ðåïåðà íà ñàìîì äåëåñâÿçàí íå çíàê ñïèíîðà, à åãî ïðèíàäëåæíîñòü ê òîìó èëè èíîìó



386 Ï�ÈÍÖÈÏÛ ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈÈáëîêó â ïîëíîé ìàòðèöå âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ. Èìåþòñÿ �ïðàâûå�è �ëåâûå� ñïèíîðû, â îñòàëüíîì îáëàäàþùèå îäèíàêîâûìè ñâîé-ñòâàìè.Êàêóþ ïðîöåäóðó èçìåðåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ñ÷èòàòüïðàâîîðèåíòèðîâàííîé, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæíî âûáðàòü ïðîèç-âîëüíî. Íî âûáðàâ îäíàæäû, ìû ðàçðóøàåì èìåþùèåñÿ ñèììåò-ðèè (ñâîáîäó âûáðàòü òî÷êó çðåíèÿ). Êàê ïðè âûáîðå ïðîñòðàí-ñòâåííîé îðèåíòàöèè, òàê è ïðè âûáîðå íàïðàâëåíèÿ îòñ÷¼òà âðå-ìåíè. Âûáîð íàïðàâëåíèÿ âðåìåíè íàâÿçàí íàì íàøèì ñîáñòâåí-íûì ñóùåñòâîâàíèåì. Åñòåñòâåííî ïîëàãàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòüñîáûòèé èìåííî â íàøåì ñóùåñòâîâàíèè èìåþùåé ïîëîæèòåëüíîíàïðàâëåííîå âðåìÿ. Îðèåíòàöèÿ â ïðîñòðàíñòâå âðîäå áû íå íà-âÿçûâàåòñÿ íàì íè÷åì. Íî è ýòî íå ñîâñåì òàê. Íà ñàìîì äåëå, ìûèçíà÷àëüíî äîïóñêàëè äëÿ îáúåêòîâ ìèðà, êîòîðûå èñïîëüçóåìâ êà÷åñòâå ìàñøòàáîâ, âîçìîæíîñòü èìåòü íåêîòîðóþ ñîáñòâåí-íóþ îðèåíòàöèþ. Íàëè÷èå òàêîé îðèåíòàöèè íåðàçðûâíî ñâÿçàíîñ íåèñ÷åçàþùèì òåíçîðîì êðó÷åíèÿ íà òðàåêòîðèè ñîîòâåòñòâó-þùåãî îáúåêòà ìèðà. Âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûìïðîäóêòîì ïîëíîé ñâÿçíîñòè, âêëþ÷àÿ êðó÷åíèå. Ïîýòîìó ïðèíàëè÷èè êðó÷åíèÿ â íàøåì ìèðå, êëàññè�èêàöèÿ âåêòîðîâ ñî-ñòîÿíèÿ ìîæåò (äîëæíà) áûòü íåñèììåòðè÷íîé è ïî îòíîøåíèþê îðèåíòàöèè ïðîñòðàíñòâåííîãî ðåïåðà. Êðîìå òîãî, îòìåòèì,÷òî �èêñàöèÿ ÷àñòè âîçìîæíîñòåé â âûáîðå îðèåíòàöèè ïðîèñ-õîäèò òàêæå è ïðè àññîöèàöèè ñ âðåìåííîé êîîðäèíàòîé âñåãäàòîëüêî íîìåðà 4 â íàøåì íàáîðå ìàñøòàáîâ. Ýòî ïðèâîäèò ê î÷å-âèäíîé íåðàâíîïðàâíîñòè 2 × 2 êëåòîê â âåêòîðå ñîñòîÿíèÿ.Ó÷¼ò èçìåíåíèÿ îðèåíòàöèè ïðîñòðàíñòâåííîãî ðåïåðà îñó-ùåñòâëÿåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé â êèðàëüíîì ïðåäñòàâëå-íèè ìàòðèöåé
P = k

(

0 I

I 0

)

, (11.37)à ïðåîáðàçîâàíèå âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåå èçìåíå-íèþ íàïðàâëåíèÿ âðåìåíè îñóùåñòâëÿåòñÿ ìàòðèöåé
T− = k

(

0 I

−I 0

)

. (11.38)
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PΨ = k

(

0 I

I 0

)(

Ψ1 Ψ2

Ψ3 Ψ4

)

= k

(

Ψ3 Ψ4

Ψ1 Ψ2

) è (11.39)
T−Ψ = k

(

0 I

−I 0

) (

Ψ1 Ψ2

Ψ3 Ψ4

)

= k

(

Ψ3 Ψ4

−Ψ1 −Ψ2

)

. (11.40)Êîý��èöèåíòû k â (11.37) è (11.38) ìîãóò áûòü âûáðàíû ðàâíû-ìè ±1 èëè ±i. Óòî÷íÿòü èõ âûáîð ìû ñåé÷àñ íå áóäåì.Ïåðåéä¼ì ê èçó÷åíèþ âîçìîæíîñòåé îïèñàíèÿ ïðåäñòàâëåíèéãðóïïû ñäâèãîâ (â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè è â íà÷àëüíûõ çíà÷å-íèÿõ âåêòîðîâ ñîñòîÿíèé). Îïåðàòîðîì ýíåðãèè-èìïóëüñà (ãåíå-ðàòîðîì ïîäãðóïïû òðàíñëÿöèé) â ïîëíîöåííîì ÷åòûð¼õìåðíîìðàññìîòðåíèè ñòàíîâèòñÿ ñâ¼ðòêà γi∂i. Â ýòîé �îðìóëå ïî ïðî-ñòðàíñòâåííî-âðåìåííîìó èíäåêñó i ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðî-âàíèå, ÷òî îòðàæàåò óæå ñäåëàííûé âûáîð íàïðàâëåíèÿ ñäâèãà.Òàêèì ñïîñîáîì ìû è â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé èçîáðàæàåì î÷å-âèäíóþ äëÿ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè âîçìîæíîñòü îáùåãî ïîëîæå-íèÿ íàïðàâëåíèÿ òðàåêòîðèè â äàííîé òî÷êå (íàïðàâëåíèÿ ñäâè-ãà) ïî îòíîøåíèþ ê âûáðàííîé ïðîöåäóðå èçìåðåíèé. Èñïîëüçóÿñòàíäàðòíûå γ-ìàòðèöû â êàæäîì ýêçåìïëÿðå ïðîñòðàíñòâà ñî-ñòîÿíèé, ìû �àêòè÷åñêè îðèåíòèðóåì åãî â ñîãëàñèè ñ êàæäîéâîçìîæíîé òðàåêòîðèåé. Ñâ¼ðòêà γiAi ñòàíîâèòñÿ ñîîòâåòñòâó-þùèì ãåíåðàòîðîì êàëèáðîâêè îáùåé íà÷àëüíîé �àçû âåêòîðàñîñòîÿíèÿ. Ïîñêîëüêó äåéñòâèå ýòèõ äâóõ ãðóïï íå ðàçäåëèìî,òî ýòè äâà îïåðàòîðà âñþäó ó÷àñòâóþò âìåñòå êàê îïåðàòîð
P = γi∇i = γi(∂i + Ai). (11.41)Ïðåäñòàâëåíèåì ýòèõ äâóõ ãðóïï âìåñòå ïðåîáðàçîâàíèÿìè âêàæäîì ýêçåìïëÿðå ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé áóäåò èçìåíåíèå íîð-ìèðîâêè âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ ñ ïîìîùüþ ìíîæèòåëÿ expφ(xi). Êî-ý��èöèåíò ïðåîáðàçîâàíèÿ φ ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíîçíà÷íîé �óíê-öèåé òî÷êè â áàçå. Ïðåñòàâëåíèÿ ýòèõ æå ãðóïï âåêòîðàìè ñîñòî-ÿíèÿ, ïðÿìûìè è ñîïðÿæ¼ííûìè, ìîæíî îïèñûâàòü â âèäå ðàç-ëîæåíèÿ ïî ñîáñòâåííûì âåêòîðàì àíàëîãà îïåðàòîðà Êàçèìèðà.
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P

2 =
1

2
(γiγj + γjγi)∇i∇j = gij∇i∇j . (11.42)�àññìîòðèì ñòðîåíèå ìàòðèöû îáîáù¼ííîãî îïåðàòîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà P . Ýòà ìàòðèöà â êèðàëüíîì ðåïåðå ÿâëÿåòñÿ êëåòî÷-íîé è êîñîäèàãîíàëüíîé, ïåðâàÿ è ÷åòâ¼ðòàÿ å¼ êëåòêè ðàâíûíóëþ, à äâå îñòàâøèåñÿ ýðìèòîâî ñîïðÿæ¼ííûå:

P =

(

0 P

P
† 0

)

, (11.43)ãäå 2 × 2 ìàòðèöà îïåðàòîðà P èìååò âèä
P =

(

∇4 − i∇3 −∇2 − i∇1

∇2 − i∇1 ∇4 + i∇3

)

. (11.44)Ñàì îïåðàòîð P ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâî ñàìîñîïðÿæ¼ííûì, òàê ÷òîèìååò òîëüêî äåéñòâèòåëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Çäåñü ìûäîëæíû îòìåòèòü åù¼, ÷òî ñòîëü ïðîñòîé áëî÷íûé âèä (11.43)îïåðàòîð P èìååò ïîòîìó, ÷òî ìû ðàáîòàåì ñ êèðàëüíûì ðå-ïåðîì â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé, âûáðàëè ñïåöè�è÷åñêèé âèääëÿ γ-ìàòðèö Äèðàêà. Äëÿ äðóãîãî âûáîðà îáðàçóþùèõ áëî÷-íàÿ ñòðóêòóðà, åñòåñòâåííî, ñîõðàíèòñÿ, íî îáùàÿ ìàòðèöà íåáóäåò êîñîäèàãîíàëüíîé. Ñëåäóåò òàêæå ïîä÷åðêíóòü, ÷òî òàêîéâèä îïåðàòîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà íàïðÿìóþ ñâÿçàí ñ ðàçäåëåíè-åì âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ íà ïðàâûå è ëåâûå êîìïîíåíòû (ïîëíîãîâåêòîðà ñîñòîÿíèÿ, ìàòðèöû 4 × 4). Èìåííî ïîòîìó, ÷òî â êè-ðàëüíîì áàçèñå îíè ñîáðàíû â îòäåëüíûå î÷åâèäíûå áëîêè, ìûè èñïîëüçóåì ýòîò áàçèñ â íàøåì èçëîæåíèè.Ìàòðèöà îïåðàòîðà Êàçèìèðà î÷åâèäíûì îáðàçîì ïðîïîðöè-îíàëüíà åäèíè÷íîé
P

2 =

(

PP
† 0

0 P
†
P

)

= I∇2, (11.45)÷òî â äîñòàòî÷íîé ìåðå îáîñíîâûâàåò âîçìîæíîñòü âûáîðà ýòîãîîïåðàòîðà êàê êëþ÷åâîãî äëÿ îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðèñòèê íåïðè-âîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé âåêòîðîâ ñîñòîÿíèé, ñâÿçàííûõ ñ íàëè-÷èåì òàêèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû, êàê òðàíñëÿöèè íà÷àëà îòñ÷¼òà â



�11.6 Ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëíîé ãðóïïû Ïóàíêàðå 389ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè è ñäâèãè íà÷àëüíûõ �àç âåêòîðîâ ñîñòîÿ-íèÿ. Ïîñêîëüêó ýòî 4× 4 ìàòðèöà, òî å¼ ñîáñòâåííûå âåêòîðû ψ,ò.å. ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
P

2ψ = λψ (11.46)íåîáõîäèìî èìåþò 4 êîìïîíåíòû, ψi(xj), êàæäàÿ èç êîòîðûõ óäî-âëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
∇2ψi(xj) = λψi(xj). (11.47)Âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî â ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà Êà-çèìèðà îáúåäèíÿþòñÿ èìåííî ÷åòûðå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿäëÿ îäíîãî è òîãî æå ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ. Ïðè ïîëíîé �èê-ñàöèè ãðóïïû ëîêàëüíî èíåðöèàëüíûõ ïðîöåäóð èçìåðåíèÿ (ïðèâûáîðå íàïðàâëåíèÿ âðåìåíè è îðèåíòàöèè, ò.å. ïðè �èêñàöèèîäíîé èç ÷åòûð¼õ êîìïîíåíò ïîëíîé ãðóïïû Ëîðåíöà) èìåþòñÿ÷åòûðå âîçìîæíîñòè, ÷åòûðå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåäñòàâëåíèÿ,êîòîðûå ìîæíî ðàçëè÷àòü äîïîëíèòåëüíî ê çíà÷åíèþ λ. Óâå-ëè÷åíèå ýòî íåñîìíåííî ñâÿçàíî íå ñ ÷åì èíûì êàê ñ äîáàâëåíè-åì ïðîñòðàíñòâåííûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû â äîïóñòèìûå ïðîöåäóðûèçìåðåíèÿ. Íî â ïðåäûäóùåì ïàðàãðà�å, äà è íåìíîãî ðàíüøåâ ýòîì, ìû óæå îòìåòèëè äâå õàðàêòåðèñòèêè, ñïèí è îðèåíòà-öèþ, îáÿçàííûå ñâîèì ïîÿâëåíèåì ó÷¼òó ýòèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû.È âàæíûì âîïðîñîì áóäåò, íóæíî ëè ââîäèòü åù¼ ÷òî-òî íîâîå,ñâÿçàííîå òîëüêî ñî ñäâèãàìè, èëè óæå èìåþùèõñÿ õàðàêòåðè-ñòèê äîñòàòî÷íî äëÿ ïîëíîãî îïèñàíèÿ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâ-ëåíèé. Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ áóäåò îäíîçíà÷íûé � ïåðå÷èñëåí-íûõ â êîíöå ïðåäûäóùåãî ïàðàãðà�à õàðàêòåðèñòèê óæå äîñòà-òî÷íî.Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (11.46) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì ïîïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè. Ñîîòâåòñòâåííî, êîíêðåòèçàöèþ ïðåä-ñòàâëåíèÿ (îäíîãî èç ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ) ìîæíî äåëàòü ñïîìîùüþ ðåøåíèÿ îäíîãî èç ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (ÿâëÿþùèõñÿèçâåñòíûìè óðàâíåíèÿìè Äèðàêà)
Pψ =

√
λψ (11.48)
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ψP

† = −
√
λψ, (11.49)ïîñêîëüêó îïåðàòîðû P è P

† êîììóòèðóþò ñ P
2. Äëÿ êàæäîãîèç ýòèõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èìååòñÿ äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõðåøåíèÿ äëÿ íåêîòîðîãî çàäàííîãî çíà÷åíèÿ pi ñ �èêñèðîâàí-íûì (ïîëîæèòåëüíûì) çíàêîì p4. Ôàçà ðåøåíèé çàïèñûâàåòñÿëèáî êàê +ipix

i, ëèáî êàê −ipix
i. Òàêóþ âîçìîæíîñòü ìû óæåçàìåòèëè è ðàíüøå, ñâÿçàëè å¼ ñ ïîíÿòèÿìè ÷àñòèöû è àíòè÷à-ñòèöû. Íîâîå çäåñü òî, ÷òî ïðè ïîñëåäîâàòåëüíî ÷åòûð¼õìåðíîìðàññìîòðåíèè íóæíî ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå ïîëîæèòåëüíî ÷à-ñòîòíûå è îòðèöàòåëüíî ÷àñòîòíûå êîìïîíåíòû êàê íåîòúåìëå-ìûå êîìïîíåíòû îäíîãî è òîãî æå âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ, õàðàêòå-ðèçóþùåãî íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå. Îäíîãî è òîãî æå â òîìñìûñëå, ÷òî ïðîèçâîëüíûé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ìîæåò áûòü ðàçëî-æåí ïî ÷åòûð¼ì òàêèì ëèíåéíî íåçàâèñèìûì ðåøåíèÿì. È ïðÿ-ìîé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ, è ñîïðÿæ¼ííûé èìåþò ïî ÷åòûðå êîìïî-íåíòû, ñðåäè êîòîðûõ äâóì ñîîòâåòñòâóåò �àçà +ipix

i, à äâóìäðóãèì �àçà −ipix
i. Ò.å. ýòè êîìïîíåíòû ïðèñóòñòâóþò â âåê-òîðå ñîñòîÿíèÿ è ÷àñòèöû, è àíòè÷àñòèöû. Äëÿ ÷èñòîãî âåêòîðàñîñòîÿíèÿ ÷àñòèöû êîìïîíåíòû ñ îòðèöàòåëüíîé �àçîé ìîãóòáûòü íóëåâûìè, íî êàê êîìïîíåíòû îáÿçàòåëüíî ïðèñóòñòâóþò.Àêöåíò â ðàçëè÷èÿõ ìåæäó âåêòîðàìè ñîñòîÿíèÿ ÷àñòèöû è àí-òè÷àñòèöû ñìåùàåòñÿ ñ ïðîñòîé ðàçíèöû â çíàêå çàâèñèìîñòèåäèíñòâåííîé âîëíîâîé �óíêöèè îò âðåìåíè íà îòëè÷èå â ñòðóê-òóðå âñåãî âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ. Òî÷íåå, ïîêà òîëüêî íà îòëè÷èå âñòðóêòóðå ïðåäñòàâëåíèÿ â 4õ-ìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå.Ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷àñòü äè��åðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà (11.47)ïðèâíîñèò â âîçìîæíóþ çàâèñèìîñòü �óíêöèé ψk(xi) òîëüêî îòïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò ñòðóêòóðíûå ñâîéñòâà, ãåíåòè÷å-ñêè ñâÿçàííûå ñî çíà÷åíèåì åù¼ îäíîé õàðàêòåðèñòèêè íåïðè-âîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, ñïèíà. Â ÷àñòíîñòè, ýòî, íàïðèìåð, ìî-æåò áûòü õîðîøî èçâåñòíîå ðàçëîæåíèå ïî øàðîâûì �óíêöèÿì.Êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿìè òîé æå ñàìîé ãðóïïû ïðî-ñòðàíñòâåííûõ âðàùåíèé, íî óæå ñ òî÷êè çðåíèÿ �óíêöèîíàëü-íîé çàâèñèìîñòè îò ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò. È êîíå÷íî,



�11.6 Ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëíîé ãðóïïû Ïóàíêàðå 391íàëè÷èå ñïèíà êàê êëàññè�èêàòîðà íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëå-íèÿ ñêàçûâàåòñÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü â òîì, ÷òî äëÿ êàæäîãî èçïðåäñòàâëåíèé, è äëÿ m =
√
λ, è äëÿ m = −

√
λ, ñóùåñòâóåò

2j+1 ðàçíûõ ðåøåíèé, 2j+1 êîìïîíåíò â âåêòîðå ñîñòîÿíèÿ. Äëÿñïèíîðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, êîãäà j = 1
2 , èìååòñÿ ðîâíî äâå ðàç-ëè÷íûõ êîìïîíåíòû. Ñîîòâåòñòâåííî, óðàâíåíèÿì (11.46-11.49)ìîæåò óäîâëåòâîðÿòü âåêòîð ñîñòîÿíèÿ, ñîñòîÿùèé èç äâóõ ñïè-íîðîâ.Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïîëíîöåííîì ÷åòûð¼õìåðíîì ðàññìîò-ðåíèè (îãðàíè÷åííîì ñèñòåìàìè îòñ÷¼òà, ñâÿçàííûìè ïðåîáðà-çîâàíèÿìè èç ãðóïïû Ïóàíêàðå) ìû èìååì äëÿ j = 1

2 ñîãëàñî-âàííîå ïðåäñòàâëåíèå îäíèìè è òåìè æå âåêòîðàìè ñîñòîÿíèÿêàê äëÿ ãðóïïû ñäâèãîâ, òàê è äëÿ ãðóïï âðàùåíèé � ïîëíîéãðóïïû Ëîðåíöà è å¼ òð¼õìåðíîé ïîäãðóïïû. Ýòî ïðåäñòàâëå-íèå ðåàëèçóåòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè îïåðàòîðà Êàçèìèðàäëÿ ãðóïïû ñäâèãîâ, 4õ-êîìïîíåíòíûìè íàáîðàìè ÷èñåë, ÿâëÿþ-ùèìèñÿ äëÿ ïîäãðóïïû òð¼õìåðíûõ âðàùåíèé ïàðîé ñïèíîðîâ.Òàêîé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ â àáñòðàêòíîì ïðåäñòàâëåíèè õàðàêòå-ðèçóåòñÿ ÷åòûðüìÿ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè {ψ1, ψ2, ψ3, ψ4}, êî-òîðûå, êàê è â (11.27), îáû÷íî çàïèñûâàþò â âèäå ñòîëáöà èíàçûâàþò 4õ-êîìïîíåíòíûì êîíòðàâàðèàíòíûì ñïèíîðîì. Ïðî-ñòðàíñòâî òàêèõ 4õ-êîìïîíåíòíûõ ñïèíîðîâ ðàçëîæåíî â ïðÿìóþñóììó äâóõ äâóõêîìïîíåíòíûõ ñïèíîðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïîýòî-ìó 4õ-êîìïîíåíòíûå ñïèíîðû ÷àñòî íàçûâàþò áèñïèíîðàìè. Ïðèîãðàíè÷åíèè ãðóïïû SO(3, 1) äî SO(3) áèñïèíîðíîå ïðåäñòàâëå-íèå ðàñïàäàåòñÿ â ñóììó äâóõ èçîìîð�íûõ íåïðèâîäèìûõ ñïè-íîðíûõ ïðåäñòàâëåíèé. 4õ-êîìïîíåíòíûé ñïèíîð ïðåîáðàçóåòñÿñ ïîìîùüþ ìàòðèö (11.32), ãäå j = 1
2 . Ýðìèòîâî ñîïðÿæ¼ííûé4õ-ñïèíîð çàïèñûâàþò â âèäå ñòðîêè, êàê è â ñëó÷àå îáû÷íûõ(2õ-êîìïîíåíòíûõ) ñïèíîðîâ è åãî ìîæíî íàçâàòü êîâàðèàíò-íûì 4õ-ñïèíîðîì. Ñîïðÿæ¼ííûå ñïèíîðû ïðåîáðàçóþòñÿ ñ ïî-ìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ, êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííîãî ïðåîáðàçîâà-íèþ (11.32) óìíîæåíèåì íà íåãî ñïðàâà. Ìû èìååì ïîëíîå ñîîò-âåòñòâèå 4õ-ñïèíîðîâ íàøèì ïðÿìûì è ñîïðÿæ¼ííûì âåêòîðàìñîñòîÿíèÿ, âêëþ÷àÿ èõ ñâ¼ðòêó, îïðåäåëÿþùóþ ýòî ñîïðÿæåíèå.
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)

=

(

Ψ2P
† Ψ1P

Ψ4P
† Ψ3P

) (11.51)äëÿ ñîïðÿæ¼ííîãî åìó âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ Ψ, äëÿ ÷àñòèö èìåþ-ùèõ íå íóëåâóþ ìàññó ïîêîÿ ñâÿçûâàåò ëåâûå è ïðàâûå êîìïî-íåíòû âåêòîðîâ ñîñòîÿíèÿ.Ïåðåõîä ê ïîëíîöåííîìó ÷åòûð¼õìåðíîìó ðàññìîòðåíèþ (âïðåäåëàõ ïðîöåäóð èçìåðåíèÿ, ïðèíàäëåæàùèõ ãðóïïå Ïóàíêà-ðå) ïîçâîëèë íàì óâèäåòü íîâûå äåòàëè ñòðóêòóðû ïîëíîãî âåê-òîðà ñîñòîÿíèÿ. Íî ýòî âñ¼ åù¼ îòíþäü íå âñÿ åãî ñòðóêòóðà.Âûõîä æå çà ïðåäåëû ëîêàëèçîâàííîé ãðóïïû Ïóàíêàðå â íàøèõýêñïåðèìåíòàõ ìû ïðàêòè÷åñêè íèêîãäà íå äåëàåì. Ïîýòîìó äëÿòàêèõ ýêñïåðèìåíòîâ, äëÿ òàêîãî îïèñàíèÿ, ñòðóêòóðà ïîëíîãîâåêòîðà ñîñòîÿíèÿ îñòàíåòñÿ ñêðûòîé. Õîòÿ ïðîÿâëÿòüñÿ îíà áó-äåò âñ¼ ðàâíî, íî óæå ïðè ïðåâðàùåíèÿõ ðåàëüíûõ ñâîáîäíûõ÷àñòèö äðóã â äðóãà. Âåäü òàì-òî íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà ïðå-îáðàçîâàíèÿ íåò è áûòü íå ìîæåò.Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå 4×4 ìàòðèö, êîòîðîå òîëü-êî è ÿâëÿåòñÿ ïîëíîöåííûì ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé, äëÿ ñïè-íîðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ êàæäûé ñòîëáåö ìàòðèöû ïðîèçâîëüíî-ãî âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ ïðåîáðàçóåòñÿ êàê 4õ-êîìïîíåíòíûé ñïè-íîð, êàæäàÿ ñòðîêà ñîïðÿæ¼ííîãî åìó âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ � êàêñîïðÿæ¼ííûé åìó 4õ-ñïèíîð. Ïîìèìî ýòîãî, ñòîëáöû ìàòðèöûïîëíîãî âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ è ñòðîêè ñîïðÿæ¼ííîãî âåêòîðà ÿâ-ëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè îïåðàòîðà Êàçèìèðà (11.46) èóðàâíåíèé (11.48) è (11.49). Îïåðàòîð Êàçèìèðà êîìáèíèðîâàí-íîé ãðóïïû ñäâèãîâ, ïðè äîïîëíèòåëüíîì ó÷¼òå ãðóïïû ïîâî-ðîòîâ, ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ñèòóàöèþ ñ âåêòîðàìè ñîñòîÿ-íèÿ ñ ïîçèöèè ìàêñèìàëüíî æ¼ñòêîé, ìàêñèìàëüíî îãðàíè÷åí-íîé. À óðàâíåíèÿ (10.34) è (10.38), íàîáîðîò, ñîîòâåòñòâóþò



�11.6 Ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëíîé ãðóïïû Ïóàíêàðå 393ìàêñèìàëüíî øèðîêîé ãðóïïå âîçìîæíûõ ïðîöåäóð èçìåðåíèÿ(â ñìûñëå âîçìîæíîñòåé äëÿ èçìåíåíèÿ ìàñøòàáîâ). Òàêîé, âñåõïðåäñòàâèòåëåé êîòîðîé çàâåäîìî íåâîçìîæíî ðåàëèçîâàòü äî-ñòóïíûìè ñðåäñòâàìè. Çäåñü ìû ñðàâíèâàåì äâå ñèììåòðèè �ìàêñèìàëüíî óçêóþ è ìàêñèìàëüíî øèðîêóþ. È òî, ÷òî ïðåä-ñòàâëÿåòñÿ îòäåëüíûìè îáúåêòàìè ñ òî÷êè çðåíèÿ ïåðâîé ñèì-ìåòðèè, ìîæåò áûòü ëèøü êîìïîíåíòàìè îäíîãî îáúåêòà ñ òî÷êèçðåíèÿ âòîðîé. Òàêîâûì è ÿâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå ìåæäó áèñïè-íîðàìè, êàê ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ Äèðàêà, è ñòîëáöàìè è/èëèñòðîêàìè åäèíîé ìàòðèöû âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ. Âïîëíå î÷åâèäíî,÷òî îòíþäü íå âñÿêèå ÷åòûðå áèñïèíîðà ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìèîäíîãî (ìàòðè÷íîãî) âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ. À îáðàòíîå âñåãäà áóäåòâåðíî, êàê ýòî ìû óæå âèäåëè âûøå. Ýòî âçãëÿä ñ òî÷êè çðåíèÿñòðóêòóðû âåêòîðîâ ñîñòîÿíèÿ.Òàêèì îáðàçîì, âûäåëåííîñòü ïðîöåäóð èçìåðåíèé èç ëîêàëü-íîé ãðóïïû Ïóàíêàðå äåëàåò âûäåëåííîé òàêæå ãðóïïèðîâêóìàòðèöû âñÿêîãî âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ ïî ñòîëáöàì è âñÿêîãî ñî-ïðÿæ¼ííîãî âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ ïî ñòðîêàì. Êàæäûé îòäåëüíûéñòîëáåö èëè îòäåëüíàÿ ñòðîêà â ìàòðèöå ÿâëÿåòñÿ ñàì/ñàìà ïîñåáå îòäåëüíîé, öåëüíîé ñóùíîñòüþ ñ òî÷êè çðåíèÿ ëþáîé òà-êîé ïðîöåäóðû èçìåðåíèé. Ïðåäñòàâëåíèåì ýòîé ãðóïïû. Ïîë-íûé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ íåðàçðóøèìûì íàáî-ðîì òàêèõ ïðåäñòàâëåíèé. Íå ïðîñòî òàáëèöåé èç 16 ýëåìåíòîâ, àòàáëèöåé, â êîòîðîé ýòè ýëåìåíòû ñãðóïïèðîâàíû ïî 4 â ñòîëáöûè/èëè ñòðîêè. È ýòè ñòîëáöû è ñòðîêè ïðè èçìåðåíèÿõ ïðîÿâëÿ-þò ñåáÿ êàê öåëîå, áèñïèíîð èëè ñîïðÿæ¼ííûé áèñïèíîð.Ñ òî÷êè çðåíèÿ �óíêöèîíàëüíîé, â ïåðâóþ î÷åðåäü òîé å¼ ÷à-ñòè, êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñîáñòâåííî ñ ãðóïïîé ñäâèãîâ, îòìåòèì, ÷òîñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ = m2
0, êàê õàðàêòåðíûå ÷èñëà ïðåäñòàâ-ëåíèé, ÿâëÿþòñÿ ñîâåðøåííî ïðîèçâîëüíûìè ïîëîæèòåëüíûìè÷èñëàìè.7 Ïðîèçâîëüíîñòü m2

0 îçíà÷àåò, ÷òî ñâîéñòâî ñòîëáöà7Êàê ìû óæå óêàçûâàëè ðàíåå, ñêîðåå íåîòðèöàòåëüíûìè. Ïîòîìó ÷òîìû èìååì ïîëíîå ïðàâî ðàñøèðèòü íàøå ðàññìîòðåíèå è íà ñëó÷àé m
2

0 = 0,õîòÿ áû �îðìàëüíî. Ýòî çíà÷åíèå òîæå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì ðåøåíèåì äëÿóðàâíåíèÿ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Êàçèìèðà ãðóïïû òðàíñëÿ-öèé. Äà, ýòîò ñëó÷àé íå ñîîòâåòñòâóåò íèêàêîé êëàññè÷åñêîé ÷àñòèöå, ñ êîòî-



394 Ï�ÈÍÖÈÏÛ ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈÈèëè ñòðîêè ìàòðèöû âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ áûòü áèñïèíîðîì èëèñîïðÿæ¼ííûì áèñïèíîðîì, ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Äèðàêà, ýòèìïàðàìåòðîì íèêàê íå îãðàíè÷èâàåòñÿ. Ìàññîé ïîêîÿ, êîòîðóþìîæíî èçìåðèòü, ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå √

gijpipj, ãäå pi ÿâëÿåòñÿãðàäèåíòîì �àçû íîðìèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ âñåãî ìàòðè÷íîãîâåêòîðà ñîñòîÿíèÿ, ò.å. åãî îïðåäåëèòåëÿ. Ïîýòîìó ñâÿçûâàòü ñîòäåëüíûìè ñòîëáöàìè èëè ñòðîêàìè îïðåäåë¼ííóþ ìàññó ñî-âñåì íå îáÿçàòåëüíî, õîòÿ è âîçìîæíî.Áèñïèíîðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Ïóàíêàðå îòíþäü íå âñå-ãäà îáÿçàíû ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê âåêòîðû ñîñòîÿíèÿ ðåàëüíûõ÷àñòèö. �åàëüíûì ÷àñòèöàì ìîãóò áûòü ïîñòàâëåíû â ñîîòâåò-ñòâèå òîëüêî òàêèå áèñïèíîðû, êîòîðûå îäíîâðåìåííî
• ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ Äèðàêà â äàííîé îáëàñòè;
• ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè ïîëíîãî âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ, êîòî-ðûé ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèé Ëàãðàíæà â ýòîé æå îá-ëàñòè.Ýòî ñòàâèò íàñ ïåðåä íåîáõîäèìîñòüþ èçó÷èòü óñëîâèÿ, ïðè êî-òîðûõ òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçìîæíà. Ñðàâíåíèå îïåðàòîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà (11.41) ñ îïåðàòîðîì êîâàðèàíòíîé äèâåðãåíöèè (10.21)ïîçâîëÿåò ïîíÿòü è îáùåå ìåæäó íèìè, è ðàçíèöó, è ïðè÷èíûýòîé ðàçíèöû. È ïðîèñòåêàþùèå îòñþäà ñëåäñòâèÿ. Ñòðóêòó-ðà ýòèõ îïåðàòîðîâ î÷åíü ïîõîæà. Íî â ïåðâîì îïåðàòîðå ∇i =

∂i+Ai íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîöåííîé êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé â ðàñ-ñëîåííîì ïðîñòðàíñòâå, â îòëè÷èå îò ∇i = ∂i +Ai âî âòîðîì îïå-ðàòîðå. Îòìå÷åííîå âûøå òðåáîâàíèå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ ëèøüâ òîì ñëó÷àå, êîãäà â íåêîòîðîé îáëàñòè äåéñòâèå ïîëíîé ñâÿç-íîñòè Ai íà âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ñâîäèòñÿ òîëüêî ê äåéñòâèþ Ai,ðîé ìîæíî áûëî áû ñâÿçàòü ãðóïïó ïðîöåäóð èçìåðåíèé. Èñ÷åçàåò òî ñâîé-ñòâî, ÷òî ñîáñòâåííî è ïîñëóæèëî îñíîâîé äëÿ ââåäåíèÿ ïîíÿòèÿ î âåêòîðàõñîñòîÿíèÿ. Íî ìû óæå òàê äàëåêî óøëè îò ýòîé îñíîâû ïî ïóòè îáîáùå-íèÿ ñîñòîÿíèÿ, ðàññìàòðèâàåì âîîáùå âñå ìàòðèöû ïîäõîäÿùåãî ñòðîåíèÿêàê âîçìîæíûå êàíäèäàòû íà ýòó ðîëü, ÷òî ðàñøèðèòü åãî åù¼ íåìíîãîíè÷åìó íå ïîìåøàåò. Ïðîñòî â ðàññìîòðåíèå äîáàâÿòñÿ íåêîòîðûå äîïîë-íèòåëüíûå ñïåöè�è÷åñêèå âåêòîðû ñîñòîÿíèÿ, îïèñûâàþùèå òîëüêî ïàðûñîáûòèé, ñâÿçàííûå ýòèìè âåêòîðàìè ñîñòîÿíèÿ.



�11.7 Ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû SU(4) 395òîé å¼ ÷àñòè, êîòîðàÿ èçìåíÿåò îáùóþ íîðìèðîâêó âåêòîðà ñî-ñòîÿíèÿ. È îñòàâëÿåò ñòðóêòóðó âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ íåèçìåííîé.Äîâîëüíî ÿñíî, ÷òî ìû åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðèøëè ê òîìó,÷òî ïîäðàçóìåâàëè ñ ñàìîãî íà÷àëà � ñ ðåàëüíûìè ñâîáîäíûìè÷àñòèöàìè ìû àññîöèèðóåì öåïî÷êè ñîáûòèé îäíîãî è òîãî æåòèïà. Ïðè÷¼ì ñòðóêòóðà âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ è äî è ïîñëå ñîáûòèÿîäíà è òà æå. ßñíî òàêæå, ÷òî òàêàÿ ñèòóàöèÿ ìîæåò ðåàëèçî-âàòüñÿ òîëüêî äëÿ îïðåäåë¼ííîé ñòðóêòóðû ñâÿçíîñòè è/èëè äëÿâåñüìà ñïåöè�è÷åñêîãî âèäà ñàìîãî âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ. Ïîýòîìóíàì ñîâåðøåííî íåîáõîäèìî çàíÿòüñÿ òàêæå è êëàññè�èêàöèåéñòðóêòóðû âîçìîæíîé ñâÿçíîñòè â ðàññëîåííîì ïðîñòðàíñòâå.11.7 Ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëíîé âíóòðåííåéñèììåòðèè è å¼ ïîäãðóïïû SU(4)Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê ïðåîáðàçîâàíèÿì, êîòîðûå ìîãóò ïðèìåíÿòü-ñÿ ê âåêòîðàì â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé âíå êàêîé-ëèáî èõ ñâÿ-çè ñ ïðåîáðàçîâàíèÿìè â áàçå. Ýòî âíóòðåííèå ïðåîáðàçîâàíèÿ,âíóòðåííèå ñèììåòðèè. Åñëè áû íàì áûëè äîñòóïíû âñå ïðîöåäó-ðû èçìåðåíèé, èíäóöèðóþùèå ïîëíóþ ãðóïïó âíóòðåííèõ ñèì-ìåòðèé, òî âñå âåêòîðû ñîñòîÿíèÿ, ñâÿçàííûå ïðåîáðàçîâàíèÿìèèç ýòîé ãðóïïû àññîöèèðîâàëèñü áû ñ îäíîé è òîé æå ÷àñòèöåé,ðàññìàòðèâàåìîé ñ ðàçíûõ òî÷åê çðåíèÿ. Ñèììåòðèè ýòè íàðó-øàþòñÿ òåì, ÷òî äîñòóïíûå íàì ïðåîáðàçîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè îãðàíè÷åíû è èíäóöèðóþò â êà÷åñòâå ïðåîáðàçîâàíèé âïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ïðåäñòàâëåíèÿ äðóãîé ãðóïïû, ãðóïïûÏóàíêàðå.Ñàìûì îáùèì ïðåîáðàçîâàíèåì, êîòîðîå äåéñòâóåò íà âñå áåçèñêëþ÷åíèÿ âåêòîðû ñîñòîÿíèÿ, ÿâëÿåòñÿ èçìåíåíèå èõ íîðìû.Îïåðàöèÿ ýòà ñîñòîèò â óìíîæåíèè îïðåäåëèòåëÿ âåêòîðà ñîñòî-ÿíèÿ íà íå îáðàùàþùååñÿ â íóëü êîìïëåêñíîå ÷èñëî è âñå òàêèåâîçìîæíûå îïåðàöèè îáðàçóþò î÷åâèäíóþ ïîäãðóïïó â ïîëíîéãðóïïå âîçìîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé êîìïëåêñíûõ 4×4 ìàòðèö. Âðåïåðå (11.5) ýòîé ïîäãðóïïå ñîîòâåòñòâóåò ãåíåðàòîð Γ0, òîæäå-ñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ êàê ñòðóêòóðû.


