
�10.5 Ëàãðàíæèàí ÷àñòèö â ðàññëîåííîì ïðîñòðàíñòâå 323ïëîòíîñòè äåéñòâèÿ èìåþùèõñÿ â îáëàñòè (ìîãóùèõ ñóùåñòâî-âàòü äëÿ êàæäîé èç âîçìîæíûõ ñâÿçíîñòåé) ÷àñòèö. Òàê ÷òî äëÿïîëíîãî îïèñàíèÿ íàì íå õâàòàåò ëàãðàíæåâîé ïëîòíîñòè ÷àñòèöâ ðàññëîåííîì ïðîñòðàíñòâå.10.5 Ëàãðàíæèàí ÷àñòèö â ðàññëîåííîìïðîñòðàíñòâåÂ êëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ìû ñíà÷àëà ââåëè ïîíÿòèå äåé-ñòâèÿ íà òðàåêòîðèè îòäåëüíîé ÷àñòèöû. Òîëüêî ïîòîì ìû ââåëèïëîòíîñòü äåéñòâèÿ â îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè è ïîêàçàëè,÷òî å¼ èíòåãðèðîâàíèå ðàñïàäàåòñÿ íà èíòåãðèðîâàíèå äåéñòâèÿâäîëü òðàåêòîðèé îòäåëüíûõ ÷àñòèö, íàõîäÿùèõñÿ â ýòîé îáëà-ñòè. Òàê ÷òî äâà îïðåäåëåíèÿ äåéñòâèÿ, ÷åðåç êàíîíè÷åñêèé ñêà-ëÿðíûé ïàðàìåòð, è ÷åðåç ïëîòíîñòü ñêàëÿðà ñîãëàñîâàíû ïîëíî-ñòüþ. Ïðîèñõîäèò ýòî çà ñ÷¼ò íàëè÷èÿ ñèíãóëÿðíîñòåé â ñâÿçíî-ñòè òîëüêî íà òðàåêòîðèÿõ êëàññè÷åñêèõ ÷àñòèö è íèãäå áîëüøå.Â êâàíòîâîì ïðèáëèæåíèè ìû ââåëè ðàññëîåííîå èí�îðìà-öèîííîå ïðîñòðàíñòâî è ñâÿçíîñòü â í¼ì. Öåëüþ ÿâëÿåòñÿ óïðî-ùåíèå, ëèíåàðèçàöèÿ îïèñàíèÿ ñèòóàöèè, êîãäà è òðàåêòîðèè ðå-àëüíûõ ÷àñòèö, è ñàìî êîëè÷åñòâî ñîáûòèé â íåêîòîðîé îáëà-ñòè íå ÿâëÿþòñÿ æ¼ñòêî îïðåäåë¼ííûìè. È ñîîòâåòñòâóþùèå ïî-ëÿ ñâÿçíîñòè òîæå. Âìåñòî ãàðàíòèðîâàííûõ ñèíãóëÿðíîñòåé íàíåêîòîðûõ òðàåêòîðèÿõ ìû òåïåðü äîëæíû ðàáîòàòü ñ ðàñïðå-äåëåíèåì, ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè íàëè÷èÿ ñîáûòèé íà ìíî-æåñòâå òðàåêòîðèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü ( èëè íå áûòü!) â ýòîéîáëàñòè. Ïðè îïðåäåëåíèè ïëîòíîñòè äåéñòâèÿ â òàêèõ óñëîâè-ÿõ ìû íà÷àëè ñ îïðåäåëåíèÿ ýòîé âåëè÷èíû äëÿ ïîëÿ ñâÿçíî-ñòè â ðàññëîåííîì ïðîñòðàíñòâå. Â � 10.4 íàì óäàëîñü äîñòà-òî÷íî ïðîñòûì ñïîñîáîì ïîñòðîèòü ëàãðàíæåâó ïëîòíîñòü äåé-ñòâèÿ äëÿ âñåé ñîâîêóïíîñòè âîçìîæíûõ ðåàëüíûõ ñâÿçíîñòåéâ ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè, ïîäìåíèâ å¼, ýòó ñîâîêóïíîñòü, ñâÿç-íîñòüþ â ðàññëîåííîì ïðîñòðàíñòâå. Ñâÿçíîñòüþ, îïèñûâàþùåéýâîëþöèþ âåêòîðîâ ñîñòîÿíèÿ êàê ñèíòåòè÷åñêèõ èí�îðìàöèîí-íûõ îáúåêòîâ. Ñâÿçíîñòü ýòà â íåêîòîðîì ñìûñëå ãîðàçäî óäîá-



324 �ÀÑÑËÎÅÍÍÎÅ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÎíåå äëÿ îïèñàíèÿ. Îíà ñðàâíèòåëüíî ïðîñòà, ò.ê. ÿâëÿåòñÿ ðå-àëèçàöèåé, ïðåäñòàâëåíèåì îäíîé äîñòàòî÷íî ïðîñòîé ãðóïïû.�åïåðû, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìû îïèñûâàåì âåêòîðû ñîñòîÿíèéâûáðàíû îäèíàêîâûìè äëÿ âñåõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà âðåìåíè.Ìû òàêæå óïîìÿíóëè, ÷òî óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àþùèåñÿ ïðè ïðèìå-íåíèè âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà ê ýòîé ëàãðàíæåâîé ïëîòíîñòèïîëÿ áóäóò äåéñòâèòåëüíû âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì òðàåêòîðèéðåàëüíûõ ÷àñòèö, èìåþùèõñÿ â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè. Åñòå-ñòâåííî, èç-çà ñèíãóëÿðíîñòåé, èìåþùèõ ìåñòî â ñîáûòèÿõ. Ýòîóðàâíåíèÿ äëÿ íåêîòîðîãî òîêà, ñ�îðìèðîâàííîãî èç ñâÿçíîñòèðàññëîåííîãî ïðîñòðàíñòâà. Òî æå ñàìîå èìååò ìåñòî è â êëàññè-÷åñêîì ïðèáëèæåíèè. Òîëüêî òàì âèä ýòîãî òîêà íà òðàåêòîðèÿõ(â ñèíãóëÿðíîñòÿõ) ïîëó÷èòü ëåãêî, ïîñêîëüêó ðå÷ü èä¼ò îá èç-ìåðèìûõ âåëè÷èíàõ. À êàêîé æå âèä äîëæåí èìåòü òîê, ïîñòðî-åííûé èç âåêòîðîâ ñîñòîÿíèÿ? È êàêóþ �îðìó èìååò ïëîòíîñòüäåéñòâèÿ, ñîñðåäîòî÷åííàÿ íà òðàåêòîðèÿõ ÷àñòèö (÷òî âàæíî,âñåõ âîçìîæíûõ ñðàçó!) â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè ïðîñòðàí-ñòâà-âðåìåíè, åñëè å¼ âûðàçèòü òîëüêî â òåðìèíàõ âåêòîðîâñîñòîÿíèÿ è ñâÿçíîñòè â ðàññëîåííîì ïðîñòðàíñòâå, áåç ó÷à-ñòèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ îáðàçîâ èçìåðèìûõ âåëè÷èí?Ïðåæäå ÷åì çàíÿòüñÿ �îðìàëèçàöèåé îòâåòîâ íà ýòè âîïðî-ñû, íóæíî ñäåëàòü îäíî âàæíîå çàìå÷àíèå. Íåîáõîäèìî îñòàíî-âèòüñÿ íà îïðåäåë¼ííîì (è âàæíîì) îòëè÷èè ïðèìåíåíèÿ ïðèí-öèïà ñòàöèîíàðíîñòè äåéñòâèÿ (à çíà÷èò è ïîñòðîåíèÿ ïîëíîãîëàãðàíæèàíà) ïðè èçó÷åíèè âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé ðåàëüíûõ ÷à-ñòèö â êâàíòîâîì îïèñàíèè îò êëàññè÷åñêîãî ñëó÷àÿ. Äåéñòâèå,íà òðàåêòîðèè èëè â îáëàñòè, åñòü íå ÷òî èíîå êàê ÷èñëî ñîáûòèé.Â êëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè îíî î÷åíü áîëüøîå è ìû ñ÷èòàåìåãî èíâàðèàíòîì îïèñàíèÿ. Íî âåäü êâàíòîâîå îïèñàíèå òåì èõàðàêòåðíî, ÷òî íàêîïëåííîå ÷èñëî ñîáûòèé äëÿ ðàçíûõ ïóòåéïðèõîäà ÷àñòèöû â òî÷êó, ãäå èìååò ìåñòî âûäåëåííîå íàìè ñî-áûòèå, íàì íå ìîæåò áûòü èçâåñòíî. Êàê æå ìîæíî ïðèìåíÿòüòîãäà ïðèíöèï ñòàöèîíàðíîñòè äåéñòâèÿ, åñëè ÷èñëî ñîáûòèé,äåéñòâèå, ïðèíöèïèàëüíî íå ÿâëÿåòñÿ â ýòîì ñëó÷àå ñòàöèîíàð-íûì?



�10.5 Ëàãðàíæèàí ÷àñòèö â ðàññëîåííîì ïðîñòðàíñòâå 325È âñ¼-òàêè, ïðèíöèï ñòàöèîíàðíîñòè äåéñòâèÿ ïðåêðàñíî ðà-áîòàåò è â ýòîì ñëó÷àå. Òîëüêî îí äîëæåí áûòü íåìíîãî ìîäè�è-öèðîâàí. Âñïîìíèì, ÷òî ìàññà ïîêîÿ âñÿêîé ðåàëüíîé ÷àñòèöû âíàøåì ïðèáëèæåíèè âñ¼ åù¼ ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì ïàðàìåòðîì.Íî âåäü ìàññà ïîêîÿ è ÿâëÿåòñÿ ñêîðîñòüþ ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèé íàòðàåêòîðèè ÷àñòèöû. Äàæå åñëè ìû ðàññìàòðèâàåì ïðåâðàùåíèåíåêîòîðîãî ñîñòîÿíèÿ ðåàëüíîé ÷àñòèöû (íåêîòîðûõ ñîñòîÿíèéðåàëüíûõ ÷àñòèö) â äðóãèå, òî âñå ìàññû íà÷àëüíûõ è êîíå÷íûõñîñòîÿíèé ìû âñåãäà ïîëàãàåì èçâåñòíûìè. À çíà÷èò, õîòÿ ÷èñëîñîáûòèé â êâàíòîâîì îïèñàíèè è íå �èêñèðîâàíî, ñêîðîñòü èõïîÿâëåíèÿ â åäèíèöó âðåìåíè íà ëþáûõ âîçìîæíûõ òðàåêòîðè-ÿõ ðåàëüíûõ ÷àñòèö, èìåþùèõñÿ â îáëàñòè îñòà¼òñÿ èíâàðèàí-òîì êàæäîãî êîíêðåòíîãî ýêñïåðèìåíòà, âûïîëíåííîãî èëè ðàñ-ñ÷èòàííîãî. Äåéñòâèå ìîæíî âû÷èñëèòü äâóìÿ ñïîñîáàìè. ×åðåçëàãðàíæåâû ïëîòíîñòè äëÿ ÷àñòèö îáùåãî âèäà, è ÷åðåç çàäàí-íûå ïàðàìåòðû, ìàññû ÷àñòèö. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïóòåé âñåõâîâëå÷¼ííûõ ÷àñòèö ðåçóëüòàòû, âû÷èñëåííûå ýòèìè äâóìÿñïîñîáàìè îáÿçàòåëüíî ñîâïàäàþò. Ñëåäîâàòåëüíî, èõ ðàçíîñòüâñåãäà ðàâíà íóëþ. Âîò ýòà ðàçíîñòü, èìåþùàÿ íóëåâîå çíà÷åíèå,è ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðîì, ê êîòîðîìó â êâàíòîâîì ñëó÷àå ïðèìåíÿ-åòñÿ ïðèíöèï ñòàöèîíàðíîñòè äåéñòâèÿ. Â ëàãðàíæèàí ââîäÿòñÿìàññîâûå ÷ëåíû, êîòîðûå âû÷èòàþòñÿ èç ïîëíîãî ëàãðàíæèàíà,òî÷íåå, èç êàæäîé ñîñòàâëÿþùåé ëàãðàíæèàíà äëÿ îïðåäåë¼í-íîãî ñîðòà ÷àñòèö. Ñàìè ìàññû ïðè ýòîì îñòàþòñÿ ñâîáîäíûìè,çàäàííûìè èçâíå ïàðàìåòðàìè. Ïîýòîìó îíè íå âàðüèðóþòñÿ.Âàðèàöèÿì ïîäâåðãàþòñÿ òîëüêî �óíêöèè ïîëÿ è âåêòîðû ñî-ñòîÿíèÿ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ñòàíäàðòíîé êâàíòîâîé òåîðèè âñåâû÷èñëåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ èìåííî ñ òàêèìè ëàãðàíæèàíàìè.Ìàññîâûå ÷ëåíû ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå ïðîñòîé êîìïîíåíòîéïîëíîãî ëàãðàíæèàíà. Èõ ìîæíî íàïèñàòü ïðàêòè÷åñêè ñðàçó. Âñàìîì äåëå, ìû óæå îïðåäåëèëè ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ïîÿâëå-íèÿ îòäåëüíîãî ñîáûòèÿ íåêîòîðîãî çàäàííîãî òèïà (îïðåäåëÿå-ìîãî âûáðàííûìè íà÷àëüíûì è êîíå÷íûì ñîñòîÿíèåì). Èìååòñÿçàäàííûé èçâíå ïàðàìåòð m0, îïðåäåëÿþùèé ñêîðîñòü ïîÿâëå-íèÿ ñîáûòèé ýòîãî òèïà, åñëè îíè îáúåäèíÿþòñÿ â öåïî÷êó, ðåà-



326 �ÀÑÑËÎÅÍÍÎÅ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÎëèçóþùóþ ñîîòâåòñòâóþùóþ ðåàëüíóþ ÷àñòèöó. Ñëåäîâàòåëüíî,äëÿ ëþáîé òðàåêòîðèè òàêîé ÷àñòèöû, âîçìîæíîé â äàííîé îáëà-ñòè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, ñîîòâåòñòâóþùåå åé âîçìîæíîå ÷èñëîñîáûòèé, âîçìîæíîå äåéñòâèå áóäåò ðàâíî
s =

∫
m0Ψ(x)Ψ(x)d4x =

∫
m0Ψ(l)Ψ(l)dl. (10.16)Ïîñêîëüêó m0 ÿâëÿåòñÿ âíåøíèì ïàðàìåòðîì, òî çäåñü è äàëååìû âêëþ÷àåì ìíîæèòåëü 1/~ â îïðåäåëåíèå ìàññû ïîêîÿ m0 äëÿóïðîùåíèÿ çàïèñè. Èíòåãðèðîâàíèå â ëåâîé ÷àñòè �îðìóëû ïðî-èçâîäèòñÿ ïî âñåé îáëàñòè, à â ïðàâîé ïî ëþáîìó ìåòðè÷åñêî-ìó ïàðàìåòðó âäîëü êàæäîé òðàåêòîðèè. Êðîìå òîãî, â ïðàâîé÷àñòè äîïóùåíà íåêîòîðàÿ íåáðåæíîñòü â îáîçíà÷åíèÿõ. Ìû ñî-õðàíèëè äëÿ ñêàëÿðíîé âåðîÿòíîñòè òî æå ñàìîå îáîçíà÷åíèå,÷òî è äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè, òîëüêî ïîäñòàâèëè â êà÷åñòâåàðãóìåíòà çíà÷åíèå ïàðàìåòðà íà òðàåêòîðèè âìåñòî êîîðäèíàòòî÷êè â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè. Íóæíî îòìåòèòü, ÷òî â ýòîé �îð-ìóëå ñîâåðøåííî íå âàæíî, êàêèå èìåííî òî÷êè â îõâà÷åííîéîáëàñòè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ïðîõîäèëà ýòà ðåàëüíàÿ ÷àñòè-öà äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà. Âñÿ ýòà èí�îðìàöèÿ, âñåâîçìîæíîñòè íàêðûòû çàâèñèìîñòüþ îò òî÷êè ïðîñòðàíñòâà-âðå-ìåíè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ΨΨ, êîòîðàÿ âûðåçàåò òðàåêòîðèèâìåñòî ñèíãóëÿðíîñòè â êëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè. Ïîëîæåíèåòðàåêòîðèé â êâàíòîâîì îïèñàíèè íå �èêñèðîâàíî, ñëåäîâàòåëü-íî ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå èìååò òîëüêî ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà,ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé èíòåãðàë ïî îáëàñòè. Ïîýòîìó ìû è íåñòàëè ââîäèòü êàêîãî-ëèáî ñïåöèàëüíîãî äîïîëíèòåëüíîãî îáî-çíà÷åíèÿ. Ïðè òàêîé �îðìå çàïèñè ëàãðàíæèàíà ñïðàâà ìû òàê-æå ÿâíûì îáðàçîì îãðàíè÷èëè âûáîð ñèñòåì êîîðäèíàò â ïðî-ñòðàíñòâå-âðåìåíè òîëüêî ëîêàëüíî Ëîðåíöåâûìè ñèñòåìàìè îò-ñ÷¼òà, ñîõðàíÿþùèìè ââåä¼ííóþ êëàññè÷åñêóþ ìåòðèêó.Ñ òî÷êè çðåíèÿ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â ïðîñòðàíñòâå ñî-ñòîÿíèé, äåéñòâèå (10.16) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñðåäíåå çíà÷åíèåíåêîòîðîãî îïåðàòîðà. Îïåðàòîðà, ðåçóëüòàòîì äåéñòâèÿ êîòî-ðîãî íà âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñêîðîñòü ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèé



�10.5 Ëàãðàíæèàí ÷àñòèö â ðàññëîåííîì ïðîñòðàíñòâå 327íà òðàåêòîðèÿõ ðåàëüíûõ ÷àñòèö. Òàêèì îïåðàòîðîì ÿâëÿåòñÿîïåðàòîð ýíåðãèè-èìïóëüñà. Îäíàêî, íåïîñðåäñòâåííûé ðåçóëü-òàò åãî äåéñòâèÿ âñ¼-òàêè íå ñîâñåì òî, ÷òî íàì íóæíî, ò.ê. îíÿâëÿåòñÿ (îòíîñèòåëüíûì) êîâàðèàíòíûì âåêòîðîì. Ñ åãî ïîìî-ùüþ ìîæíî ïîëó÷èòü òîëüêî îòíîñèòåëüíûé ñêàëÿð, ñâ¼ðòûâàÿñ êàñàòåëüíûì âåêòîðîì. À íàì íóæåí îïåðàòîð èìåþùèé â êà-÷åñòâå ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòü ñêàëÿðà, òàê êàê êàñà-òåëüíûé ê òðàåêòîðèè âåêòîð íå îïðåäåë¼í â êâàíòîâîì îïèñà-íèè åäèíñòâåííûì îáðàçîì, åñëè çàäàíà òî÷êà íà òðàåêòîðèè (âïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè).Â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå ïðîáëåìà ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðî-èçâåäåíèÿ êîâàðèàíòíîãî ãðàäèåíòà ïëîòíîñòè äåéñòâèÿ (ñóììûýíåðãèè-èìïóëüñà è ïîòåíöèàëà âíåøíåãî ïîëÿ) íà âåêòîð òîêà.Â êà÷åñòâå âåêòîðà òîêà ñëóæèò êàñàòåëüíûé ê òðàåêòîðèè ÷à-ñòèöû âåêòîð, îòíåñ¼ííûé ê ìåòðè÷åñêîìó ñêàëÿðíîìó ïàðàìåò-ðó è ïðåâðàù¼ííûé â ïëîòíîñòü ñ ïîìîùüþ ñèíãóëÿðíîãî ìíî-æèòåëÿ, çàðÿäà. Ñ åãî ïîìîùüþ äåéñòâèþ, ïîìèìî ñêàëÿðíîéïëîòíîñòè ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå åù¼ è ïëîòíîñòü åãî òîêà,êîâàðèàíòíîé äèâåðãåíöèåé êîòîðîãî è îêàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíàÿïëîòíîñòü äåéñòâèÿ. Ñîáñòâåííî, â ýòîì è ñîñòîèò ñìûñë âòî-ðîé ïàðû óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà. Âåäü ñîîòíîøåíèå (6.23) ìîæíîïåðåïèñàòü êàê
s0 =

∫
(m0 + AiJ̃

i)dl =

∫
[(∂is0 + eAi)dxi/dl]dl, (10.17)Â êâàíòîâîì îïèñàíèè ìû óæå îáíàðóæèëè, ÷òî â ðàññëîåí-íîì ïðîñòðàíñòâå äåéñòâèòåëüíî èìååòñÿ âåêòîð òîêà, ïîðîæäàå-ìûé ñâÿçíîñòüþ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå (10.14) è ñîñðåäîòî÷åííûéòîëüêî íà òðàåêòîðèÿõ (âîçìîæíûõ!) ðåàëüíûõ ÷àñòèö. Òàêèìîáðàçîì, äëÿ ïðàâèëüíîé çàïèñè ëàãðàíæåâîé ïëîòíîñòè ÷àñòèöíàì íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü èç âåêòîðîâ ñîñòîÿíèÿ íå òîëüêî ïëîò-íîñòü âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé, íî è òîê âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé, èñðåäíåå ïî ñîñòîÿíèÿì ïëîòíîñòè òîêà âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé,êîòîðîå è áóäåò èñêîìîé ëàãðàíæåâîé ïëîòíîñòüþ.Òîê âåðîÿòíîñòè ÿâëÿåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé îáðà-çîì îòíåñ¼ííîãî ê ìåòðè÷åñêîìó ïàðàìåòðó êàñàòåëüíîãî ê òðà-



328 �ÀÑÑËÎÅÍÍÎÅ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÎåêòîðèè ÷àñòèöû âåêòîðà. Âûáèðàÿ äëÿ âñåõ òî÷åê ïðîñòðàí-ñòâà-âðåìåíè íåêîòîðûé ñòàíäàðòíûé âåêòîð, êàæäàÿ êîìïîíåí-òà êîòîðîãî â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé áóäåò íåêîòîðîé ïîñòî-ÿííîé ìàòðèöåé, ìû �àêòè÷åñêè îðèåíòèðóåì íàøå ïðîñòðàí-ñòâî ñîñòîÿíèé, çàäà¼ì â í¼ì íàïðàâëåíèå, ñîïðÿæ¼ííîå îïåðà-òîðó ýíåðãèè-èìïóëüñà. È òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì âîçìîæíîñòüèçîáðàæàòü âåêòîðàìè ñîñòîÿíèÿ áàçîâóþ êîíñòðóêöèþ äëÿ ïðî-èçâîäíîé äåéñòâèÿ ïî íàïðàâëåíèþ â ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè �
ds0/dl = ∂is0dxi/dl. Âçÿòèå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ îò òàêîãî âåêòîðà(îïåðàòîðà) ïî âñåì âîçìîæíûì âõîäÿùèì è âûõîäÿùèì ñîñòîÿ-íèÿì ïðîåöèðóåò ðåçóëüòàò â ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ, ñîçäà¼ò â í¼ìïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè â äàííîé òî÷êå äëÿ êàñàòåëüíîãî âåêòî-ðà ÷àñòèöû èìåòü êàêîå-òî çíà÷åíèå, îïèñûâàåò äëÿ íå¼ âîçìîæ-íîñòü èìåòü â äàííîé òî÷êå òðàåêòîðèþ íàïðàâëåííóþ òåì èëèèíûì ñïîñîáîì.Ñîîòâåòñòâåííî, ñòðóêòóðà ïëîòíîñòè òîêà âåðîÿòíîñòè îïðå-äåëÿåòñÿ èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé. Â ïåðâóþ î÷åðåäü, ýòî ñðåä-íåå çíà÷åíèå íåêîòîðîãî îïåðàòîðà, èìåþùåãî ÷åòûðå êîíòðà-âàðèàíòíûå êîìïîíåíòû 
 òî÷êè çðåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé â ïðî-ñòðàíñòâå-âðåìåíè:

J i = Ψ(x)γi
Ψ(x). (10.18)Ïîñêîëüêó îïåðàòîð ýòîò äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé, òîêàæäàÿ åãî êîìïîíåíòà ÿâëÿåòñÿ 4 × 4 ìàòðèöåé, ò.ê. êàæäàÿêîìïîíåíòà ïðåäñòàâëåíà â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ïî îòäåëü-íîñòè. È γi = (γa

b )
i, ãäå èíäåêñû a è b äåéñòâóþò â ïðîñòðàíñòâåñîñòîÿíèé.Â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ òîëüêî ëîêàëüíîËîðåíöåâûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè êîîðäèíàò, ïîýòîìó âåêòîð γi âêàæäîé òî÷êå äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ

gijγ
iγj = I = δa

b . (10.19)Ñ ó÷¼òîì ñèììåòðè÷íîñòè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ýòî ýêâèâàëåíò-íî ñîîòíîøåíèþ
1

2
{γi,γj} =

1

2
(γiγj + γjγi) = g

ijI. (10.20)



�10.5 Ëàãðàíæèàí ÷àñòèö â ðàññëîåííîì ïðîñòðàíñòâå 329Çäåñü ìû ââåëè îáîçíà÷åíèå {A,B} äëÿ àíòèêîììóòàòîðà äâóõìàòðèö (èëè îïåðàòîðîâ) A è B.Ëþáîé îïåðàòîð, îäèíàêîâûé âî âñåõ ýêçåìïëÿðàõ ïðîñòðàí-ñòâà ñîñòîÿíèé, àññîöèèðîâàííûõ ñ ðàçíûìè òî÷êàìè ïðîñòðàí-ñòâà-âðåìåíè, óäîâëåòâîðÿþùèé ñîîòíîøåíèþ (10.20) ìîæåòáûòü âûáðàí â êà÷åñòâå îïåðàòîðà âåêòîðà òîêà âåðîÿòíîñòè ñî-áûòèé (îäíîãî è òîãî æå âèäà!) íà âîçìîæíûõ òðàåêòîðèÿõ ðå-àëüíûõ ÷àñòèö.Ñðåäíåå ïî ñîñòîÿíèÿì ïëîòíîñòè òîêà âåðîÿòíîñòè ñîáûòèéäîëæíî áûòü ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ñêàëÿðíîé ïëîòíîñòüþ. Ïîýòîìó ýòî áóäåò ñðåäíåå íåêî-òîðîãî ñêàëÿðíîãî â ýòîì ñìûñëå îïåðàòîðà, ïîñòðîåííîãî ñ ïî-ìîùüþ ïëîòíîñòè òîêà. Ñ îïåðàòîðîì òîëüêî òîêà âåðîÿòíîñòèàññîöèèðîâàí åäèíñòâåííûé òàêîé îïåðàòîð, åãî äèâåðãåíöèÿ,
∇iγ

i. Ïîýòîìó êàæåòñÿ åñòåñòâåííûì ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâåëàãðàíæåâîé ïëîòíîñòè ñðåäíåå çíà÷åíèå äèâåðãåíöèè. Îäíàêîòàêîé âûáîð îêàçàëñÿ îøèáî÷íûì. Íóæíî âñïîìíèòü ñîîòíîøå-íèå (10.17) è òîãäà ñòàíîâèòñÿ ÿñíûì, ÷òî äëÿ ñîãëàñèÿ ñ êëàññè-÷åñêèì ïðèáëèæåíèåì òàêèì îïåðàòîðîì äîëæíà áûòü íå äèâåð-ãåíöèÿ âåêòîðà òîêà âåðîÿòíîñòè, à ïðîåêöèÿ ãðàäèåíòà âåêòîðàñîñòîÿíèÿ íà ýòîò âåêòîð, ò.å. îïåðàòîð, �îðìèðóåìûé êàê ñâ¼ðò-êà
P̂ = γi∇i, (10.21)êîòîðûé è áóäåò ñêàëÿðíîé ïëîòíîñòüþ ñêîðîñòè îáðàçîâàíèÿäåéñòâèÿ, ñêîðîñòüþ ïîÿâëåíèÿ âîçìîæíûõ ñîáûòèé íà ýòèõ òðà-åêòîðèÿõ. Ýòîò îïåðàòîð âðîäå áû ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò îïåðàòîðàäèâåðãåíöèè. Â ñòàíäàðòíîé êâàíòîâîé òåîðèè ÷àñòü îïåðàòîðà

P̂ , âêëþ÷àþùàÿ òîëüêî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî êîîðäèíàòàì,ðàññìàòðèâàåòñÿ è êàê èìåþùèé 4 êîìïîíåíòû îïåðàòîð (ñóì-ìèðîâàíèå ïî i â åãî îïðåäåëåíèè íå ïðîèçâîäèòñÿ). Â òàêîé�îðìå åãî ïðèíÿòî íàçûâàòü îïåðàòîðîì ýíåðãèè-èìïóëüñà, ïî-ñêîëüêó â îòñóòñòâèå âíåøíåãî ïîëÿ åãî ñîáñòâåííûìè çíà÷åíè-ÿìè ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòû âåêòîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà ðåàëüíûõñâîáîäíûõ ÷àñòèö. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â �îðìóëå (10.21), â



330 �ÀÑÑËÎÅÍÍÎÅ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÎîòëè÷èå îò îïåðàòîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà, ïîðÿäîê ñîìíîæèòåëåéñóùåñòâåíåí, ïîñêîëüêó â îïåðàòîð ∇i â ðàññëîåííîì ïðîñòðàí-ñòâå âõîäèò ñâÿçíîñòü ýòîãî ïðîñòðàíñòâà, ñîâñåì íå îáÿçàòåëüíîêîììóòèðóþùàÿ ñ ìàòðèöàìè γi. Èìåííî â ýòîì è ñîñòîèò îò-ëè÷èå îïåðàòîðà P̂ îò îïåðàòîðà äèâåðãåíöèè òîêà âåðîÿòíîñòè.Â ýòîì âîïðîñå íåðàçðûâíî ñâÿçàíû òàêèå ïîíÿòèÿ êàê âûáîðíàïðàâëåíèÿ âðåìåíè (êàêèå âåêòîðû ñîñòîÿíèÿ ñîîòâåòñòâóþòïðîøëîìó, à êàêèå áóäóùåìó), îïðåäåëåíèå ÷àñòèö è àíòè÷àñòèöè òðåáîâàíèå ïðîòèâîïîëîæíîñòè çíàêîâ èõ çàðÿäîâ. Ýòó ñâÿçüìû áóäåì îáñóæäàòü ïîäðîáíî äàëåå.Â ñòàíäàðòíîé êâàíòîâîé òåîðèè èñïîëüçóþò âñå äåéñòâè-òåëüíûå êîîðäèíàòû è ëîêàëüíàÿ ïñåâäîåâêëèäîâîñòü ïðîñòðàí-ñòâà-âðåìåíè èçîáðàæàåòñÿ óñëîâèÿìè íà ìåòðè÷åñêèé òåíçîð �
g

αα
st = −1, g

44
st = 1. Çäåñü ìû ïñåâäîåâêëèäîâîñòü ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè èçîáðàæàåì ðàçíèöåé â êîîðäèíàòàõ � äåéñòâèòåëüíûå÷èñëà äëÿ ïðîñòðàíñòâà, ìíèìîå ÷èñëî äëÿ âðåìåíè. Ñîîòâåò-ñòâåííî, ëîêàëüíûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ó íàñ íå îòëè÷àåòñÿ îòåâêëèäîâà, ò.å. g

ij = δij . Íóæíàÿ ðàçíèöà â çíàêàõ ïîÿâëÿåò-ñÿ èç-çà ìíèìîñòè îäíîé èç êîîðäèíàò. Ñëåäîâàòåëüíî, â íà-øåì îïèñàíèè è âèä ìàòðèö γi, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ(10.20), è ñîîòâåòñòâóþùèé âèä îïåðàòîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà P̂áóäóò íåñêîëüêî îòëè÷àòüñÿ îò ñòàíäàðòíîãî. Ïîýòîìó ìû ïðè-âåä¼ì êàê ñòàíäàðòíûå âûðàæåíèÿ, òàê è ïðèñïîñîáëåííûå äëÿíàøåãî îïèñàíèÿ.Ñîîòíîøåíèþ (10.20) óäîâëåòâîðÿåò íå åäèíñòâåííûé íàáîðìàòðèö γi. Îäíèì èç ïðèìåðîâ èñêîìûõ ìàòðèö áóäóò 4×4 ìàò-ðèöû, çàïèñàííûå êàê áëî÷íûå 2 × 2 ìàòðèöû 
 2 × 2 áëîêàìè
γ1

st =

(
0 σ1

−σ1 0

)
, γ2

st =

(
0 σ2

−σ2 0

)
,

γ3
st =

(
0 σ3

−σ3 0

)
, γ4

st =

(
I 0
0 −I

)
.

(10.22)Ýòè ìàòðèöû íàçûâàþòñÿ ìàòðèöàìè Äèðàêà.Ìàòðèöû 2 × 2, îáîçíà÷åííûå êàê σa, a = 1, 2, 3 , íàçûâàþò
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σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i

i 0

) è σ3 =

(
1 0
0 −1

)
.(10.23)Îíè óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

[σα, σβ] = 2iǫαβγσγ è (10.24)
1

2
{σα, σβ} =

1

2
(σασβ + σβσα) = gαβI = δαβI. (10.25)Èíäåêñû α, β è γ ïðîáåãàþò çíà÷åíèÿ 1, 2, 3. Ñèìâîë ǫαβγ ìå-íÿåò çíàê ïðè ïåðåñòàíîâêå äâóõ ñîñåäíèõ èíäåêñîâ è ǫ123 = 1.Ïåðâîå èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöû iσa/2 ðåàëè-çóþò ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè ãðóïïû òð¼õìåðíûõ âðàùåíèé

SO(3), à âòîðîå ãàðàíòèðóåò ñîõðàíåíèå òàêèìè ïðåîáðàçîâàíè-ÿìè ìåòðèêè gαβ = δαβ . Ýòî óñëîâèå õàðàêòåðèçóåò èìåííî ýòóãðóïïó, ãàðàíòèðóåò ñîõðàíåíèå åâêëèäîâîé ëîêàëüíîé ìåòðèêèïðîñòðàíñòâà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü ýòî, ìû è âûáðà-ëè äëÿ íîìåðîâ ìàòðèö Ïàóëè ãðå÷åñêèå áóêâû, êàê äåëàëè ýòîîáû÷íî ðàíüøå äëÿ èíäåêñîâ â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïî ñó-òè äåëà, ñèììåòðèçîâàííîå ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö Ïàóëè è ÿâëÿ-åòñÿ ðåàëèçàöèåé ýòîé òð¼õìåðíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ìåòðèêè âïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé.Âìåñòå ñ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé I, ìàòðèöû Ïàóëè îáðàçóþòïîëíûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö 2 × 2.Ñîîòíîøåíèþ (10.20) óäîâëåòâîðÿþò íå òîëüêî ìàòðèöû âè-äà (10.22), íî è ëþáûå äðóãèå, ñâÿçàííûå ñ äàííûìè óíèòàðíûìïðåîáðàçîâàíèåì ïîäîáèÿ. Çàïèñàííûé âûøå âèä èñïîëüçóåòñÿ÷àùå âñåãî. Äëÿ íàñ îí ïîëåçåí òåì, ÷òî ïîçâîëÿåò ñðàçó âè-äåòü ñâÿçü ïîëó÷àþùåãîñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ñîáñòâåííîé ãðóïïûËîðåíöà SO(3, 1) ñî ñïèíîðíûì ïðåäñòàâëåíèåì ãðóïïû SO(3).Ýòó ñâÿçü ìû îáñóäèì ÷óòü íèæå. Òàêæå êàê è äëÿ ìàòðèö Ïà-óëè, ñèììåòðèçîâàííîå ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö Äèðàêà ÿâëÿåòñÿðåàëèçàöèåé ïñåâäîåâêëèäîâîé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ìåò-ðèêè âåêòîðàìè ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé. Íî óæå ïîëíîé, ÷åòû-ð¼õìåðíîé ìåòðèêè. Â íàøåì ñëó÷àå, êîãäà ìåòðè÷åñêèé òåíçîð



332 �ÀÑÑËÎÅÍÍÎÅ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÎÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì ïî âèäó, à ïñåâäîåâêëèäîâîñòü èçîáðàæà-åòñÿ ìíèìîé êîîðäèíàòîé x4, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü âìåñòî ìàò-ðèö γi
st ìàòðèöû γα = iγα

st è γ4 = γ4
st.Øåñòíàäöàòü ìàòðèö � åäèíè÷íàÿ I = δa

b , ÷åòûðå ìàòðèöûÄèðàêà γi, ìàòðèöà γ5 = −iγ4γ1γ2γ3, ÷åòûðå ìàòðèöû Di =
iγiγ5 è øåñòü ìàòðèö σik = 1

2i(γ
iγk − γkγi) (i < k) ÿâëÿþòñÿëèíåéíî íåçàâèñèìûìè, è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â êà÷åñòâåáàçèñà â ïðîñòðàíñòâå 4× 4 êîìïëåêñíûõ ìàòðèö. Îíè îáðàçóþòäåéñòâèòåëüíóþ àëãåáðó â M(4, C). Èñïîëüçîâàíèå îáîçíà÷åíèÿ

σik íå äîëæíî ïðèâîäèòü ê ïóòàíèöå ñ ìàòðèöàìè Ïàóëè, ò.ê. âýòîì ñëó÷àå èíäåêñîâ âñåãäà äâà. À îïðàâäàíî îíî òåì, ÷òî ýòèìàòðèöû â ÷åòûð¼õìåðíîì ñëó÷àå èãðàþò ðîëü, ïîõîæóþ íà ðîëüìàòðèö Ïàóëè â äâóìåðíîì êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðåîáðà-çîâàíèå îò áàçèñà, îñíîâàííîãî íà ñòàíäàðòíûõ ìàòðèöàõ Äèðà-êà ê áàçèñó, îñíîâàííîìó íà èñïîëüçóåìûõ çäåñü ìàòðèöàõ ÿâëÿ-åòñÿ óíèìîäóëÿðíûì. Êàê ëåãêî âèäåòü, âåñü áàçèñ ìîæíî ñ�îð-ìèðîâàòü, èñïîëüçóÿ èìåííî ÷åòûðå ìàòðèöû γi. Ïîýòîìó èõ íà-çûâàþò îáðàçóþùèìè ñîîòâåòñòâóþùåé àëãåáðû.Äàëåå íàì òàêæå ïîíàäîáèòñÿ åù¼ îäèí ìàòðè÷íûé áàçèñ,îòëè÷àþùèéñÿ îò äàííîãî ïåðåîïðåäåëåíèåì îáðàçóþùèõ ìàò-ðèö àëãåáðû, γi, à òàêæå è γ5. Ñîîòâåòñòâåííî, èçìåíÿþòñÿ èïðîèçâîäíûå îò íèõ ìàòðèöû Di è σik. Áàçèñ ýòîò íàçûâàþòêèðàëüíûì. Â êèðàëüíîì áàçèñå
γα

c =

(
0 −iσα

iσα 0

)
, (10.26)ò.å. îòëè÷àþòñÿ îò ââåä¼ííûõ âûøå ìàòðèö γα çíàêîì, à ìàòðè-öû γ4 è γ5 �àêòè÷åñêè ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè:

γ4
c = −iγ5 =

(
0 I
I 0

)
, (10.27)

γ5
c = γ1ñγ2ñγ3ñγ4ñ = γ4 =

(
I 0
0 −I

)
. (10.28)



�10.5 Ëàãðàíæèàí ÷àñòèö â ðàññëîåííîì ïðîñòðàíñòâå 333Ïîñêîëüêó òîê âåðîÿòíîñòè ïî îïðåäåëåíèþ äîëæåí ïðåîá-ðàçîâûâàòüñÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëîðåíöà Li′

i â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè êàê êîíòðàâàðèàíòíûé âåêòîð, òî íàì âàæíî íàéòè ñî-îòâåòñòâóþùåå êàæäîìó êîíêðåòíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ Ëîðåíöàïðåîáðàçîâàíèå âåêòîðîâ ñîñòîÿíèÿ, êîòîðîå òàêæå áóäåò ïðåîá-ðàçîâàíèåì ïîäîáèÿ äëÿ γ-ìàòðèö Äèðàêà â ïðîñòðàíñòâå ñîñòî-ÿíèé. Îäèíàêîâûì äëÿ âñåõ ìàòðèö, íî äåéñòâóþùèì íà êàæ-äóþ γ-ìàòðèöó ïî-îòäåëüíîñòè. Òàê ÷òî ðåçóëüòàò åãî äåéñòâèÿíà âñå ÷åòûðå ìàòðèöû âìåñòå áóäåò âûãëÿäåòü êàê ïîâîðîò ÷å-òûð¼õ âåêòîðà. Î÷åâèäíî, âñåé ãðóïïå Ëîðåíöà â ïðîñòðàíñòâåñîñòîÿíèé áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü òîæå ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé,íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Ëîðåíöà (ìîæåò áûòü íå åäèí-ñòâåííîå). Ò.å. íàì íóæíî íàéòè ìàòðèöû U(i′i), òàêèå, ÷òî
J i′ = Ψ′(x)γ i′

Ψ
′(x)

= Ψ(x)U−1
(i′i)γ

i′U(i′i)Ψ(x)

= Ψ(x)Li′

i γi
Ψ(x)

= Li′

i J i.

(10.29)ßâíûé âèä ìàòðèö U(i′i) ìû ïîëó÷èì â ñëåäóþùåé ãëàâå, ïðèïîäðîáíîì îáñóæäåíèè ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû Ëîðåíöà.Âåðí¼ìñÿ òåïåðü ê ãëàâíîé òåìå ýòîãî ïàðàãðà�à, ê îáñóæ-äåíèþ âèäà ïëîòíîñòè äåéñòâèÿ, ïîðîæäàåìîé âîçìîæíûì ñó-ùåñòâîâàíèåì â çàäàííîé îáëàñòè ðåàëüíûõ ÷àñòèö. Ìû òåïåðüèìååì â ðóêàõ âñ¼, ÷òîáû íàïèñàòü åù¼ îäíó �îðìóëó äëÿ âåðî-ÿòíîãî äåéñòâèÿ ðåàëüíîé ÷àñòèöû â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòèïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, êàêîé áû íå áûëà å¼ òðàåêòîðèÿ â ýòîéîáëàñòè:
s =

∫
Ψ(x)γi∇iΨ(x)d4x. (10.30)Çäåñü ïî âñåì âíóòðåííèì äëÿ ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé èíäåê-ñàì ïðîèçâîäèòñÿ ñâ¼ðòêà. Ïîëíàÿ ïëîòíîñòü Ëàãðàíæà äàííîéîáëàñòè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ïëîòíîñòè ïîëÿñâÿçíîñòè ðàññëîåííîãî ïðîñòðàíñòâà (10.15) è ïëîòíîñòè (10.30)



334 �ÀÑÑËÎÅÍÍÎÅ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÎäëÿ âñåõ ÷àñòèö, êîòîðûå ìîãóò èìåòüñÿ â äàííîé îáëàñòè:
s =

∫
(Ψγi∇iΨ +

1

4
Fg)d4x. (10.31)×òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü ïðèìåíèòü ê äàííîé îáëàñòè ïðèí-öèï ñòàöèîíàðíîñòè å¼ äåéñòâèÿ, èç å¼ ïîëíîé ïëîòíîñòè äîëæíûáûòü âû÷òåíû ïëîòíîñòè âèäà (10.16) äëÿ êàæäîé èç ðåàëüíûõ÷àñòèö, ìîãóùèõ ïîÿâèòüñÿ â îáëàñòè:

s =

∫
(Ψγi∇iΨ − m0ΨΨ +

1

4
Fg)d4x. (10.32)Ïàðàìåòð m0 ñëåäóåò çäåñü ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáù¼ííûé ñèì-âîë, ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèå ìàññû ïîêîÿ äëÿ êàæäîé êîíêðåò-íîé ðåàëüíîé ÷àñòèöû òîãäà, êîãäà â ΨΨ âõîäèò ñîîòâåòñòâóþ-ùèé ýòîé ÷àñòèöå âåêòîð ñîñòîÿíèÿ. Ýòà �îðìóëà äëÿ äåéñòâèÿâñåãäà äà¼ò íóëåâûå çíà÷åíèÿ.Âàðüèðóÿ ïîëíûé ëàãðàíæèàí ìû ìîæåì ïîëó÷èòü òåïåðüêàê óðàâíåíèÿ â ðàññëîåííîì ïðîñòðàíñòâå äëÿ âåêòîðîâ ñîñòî-ÿíèÿ, îïèñûâàþùèõ òå èëè èíûå ðåàëüíûå ÷àñòèöû, òàê è óðàâ-íåíèÿ ñâÿçûâàþùèå ýòè âåêòîðû ñîñòîÿíèÿ è ñâÿçíîñòü â ðàñ-ñëîåííîì ïðîñòðàíñòâå. Ñäåëàòü ýòî î÷åíü ïðîñòî, ò.ê. âñå òðèïîäëåæàùèå âàðüèðîâàíèþ ñîâîêóïíîñòè � âåêòîðû íà÷àëüíûõñîñòîÿíèé Ψ, âåêòîðû êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé Ψ è ñâÿçíîñòü Ai(âõîäÿùàÿ â êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ) � ñîâåðøåííî íåçàâè-ñèìû ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ è ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå òðè óðàâ-íåíèÿ.Ñòàöèîíàðíîñòü äåéñòâèÿ ïðè âàðèàöèè Ψ òðåáóåò, ÷òîáûäëÿ ïðîèçâîëüíîãî çíà÷åíèÿ δΨ, èñ÷åçàþùåãî íà ãðàíèöå îáëà-ñòè, âûïîëíÿëîñü ñîîòíîøåíèå

δs =

∫
δΨ(γi∇iΨ − m0Ψ)d4x = 0. (10.33)Îòñþäà íåîáõîäèìî ñëåäóåò óðàâíåíèå

γi∇iΨ − m0Ψ = 0. (10.34)



�10.5 Ëàãðàíæèàí ÷àñòèö â ðàññëîåííîì ïðîñòðàíñòâå 335Ýòî æå òðåáîâàíèå ïðè âàðèàöèè Ψ âåä¼ò ê ñîîòíîøåíèÿì
δs =

∫
(Ψγi∇iδΨ − m0ΨδΨ)d4x =∫
(Ψγi∂iδΨ + ΨγiAiδΨ − m0ΨδΨ)d4x = 0.

(10.35)Ïðèìåì âî âíèìàíèå, ÷òî ∂i(ΨγiδΨ) = ∂iΨγiδΨ+Ψγi∂iδΨ. Èí-òåãðàë ïî îáú¼ìó îáëàñòè îò äèâåðãåíöèè, ñòîÿùåé â ëåâîé ÷àñòèýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ðàâåí èíòåãðàëó ïî ãðàíèöå ýòîé îáëàñòè îò
ΨγiδΨ è îáðàùàåòñÿ â íóëü ïî óñëîâèÿì íà âàðèàöèè δΨ. Ñîîò-âåòñòâåííî,

∫
(Ψγi∂iδΨ)d4x = −

∫
(∂iΨγiδΨ)d4x. (10.36)Òîãäà ñîîòíîøåíèå (10.35) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

δs =

∫
(−∂iΨγi + ΨγiAi − m0Ψ)δΨd4x = 0. (10.37)Ýòî ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ, åñëè ñïðàâåäëèâî óðàâíåíèå

Ψγi∇i + m0Ψ = 0. (10.38)Çäåñü ìû ââåëè îáîçíà÷åíèå ∇i = ∂i − Ai äëÿ êîâàðèàíòíîéïðîèçâîäíîé â ðàññëîåííîì ïðîñòðàíñòâå ñî ñâÿçíîñòüþ, ñîïðÿ-æ¼ííîé ïî çíàêó. Êðîìå òîãî, ïðè âçÿòèè ïðîèçâîäíîé Ai óìíî-æàåòñÿ íà Ψ ñïðàâà.Íàêîíåö, ïðè âàðèàöèè Aj óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó äè-âåðãåíöèåé òåíçîðà êðèâèçíû è ñðåäíèì çíà÷åíèåì òîêà âåðîÿò-íîñòè ðåàëüíîé ÷àñòèöû (ìû îïóñêàåì âûêëàäêè, ïðèâåä¼ííûåâ � 10.4):
∇kF

ki = J i = Ψγi
Ψ. (10.39)Ïî ñóòè äåëà, ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòî îïðåäåëå-íèåì ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ òîêà ðåàëüíîé ÷àñòèöû, òàê æå êàê ýòîèìåëî ìåñòî â êëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè. 22Îíî ÿâëÿåòñÿ òàêæå è îïðåäåëåíèåì ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ïî âñåì âîçìîæ-íûì òðàåêòîðèÿì êàñàòåëüíîãî ê òðàåêòîðèè âåêòîðà, îòíåñ¼ííîãî ê ìåò-ðè÷åñêîìó ïàðàìåòðó.



336 �ÀÑÑËÎÅÍÍÎÅ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÎÂàæíî îòìåòèòü, ÷òî, õîòÿ ïðè �îðìèðîâàíèè ëàãðàíæèà-íîâ (10.31,10.32) âñå âíóòðåííèå äëÿ âåêòîðîâ ñîñòîÿíèÿ èíäåêñûäîëæíû áûòü ñâ¼ðíóòû, â óðàâíåíèÿõ (10.34,10.38,10.39) ýòî óæåíå òàê, ïîñêîëüêó ýòè óðàâíåíèÿ äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ïðè âà-ðèàöèè êàæäîé êîìïîíåíòû Ψ, Ψ èëè Aj ïî-îòäåëüíîñòè, íåçà-âèñèìî äðóã îò äðóãà. Ïðè ýòîì, êîíå÷íî, óðàâíåíèÿ îñòàþòñÿñïðàâåäëèâûìè è ïðè ñâ¼ðíóòûõ âíóòðåííèõ èíäåêñàõ.10.6 ÎáñóæäåíèåÂ ýòîé ãëàâå ìû óâèäåëè, êàê â íàøåì îïèñàíèè åñòåñòâåííûìîáðàçîì ïîÿâëÿþòñÿ ðàññëîåííûå ïðîñòðàíñòâà è êàëèáðîâî÷íûåïîëÿ � òà ïîäîñíîâà, íà êîòîðîé âûðîñëî çäàíèå ñîâðåìåííîéêâàíòîâîé òåîðèè.Îïèñàíèå ìèðà ñ ïîìîùüþ ðàññëîåííîãî ïðîñòðàíñòâà íà-ìíîãî óïðîùàåò ó÷¼ò òîãî, ÷òî èí�îðìàöèÿ, èìåþùàÿñÿ ó íàñî ðåàëüíîì ìèðå, ïðèíöèïèàëüíî îãðàíè÷åíà. Âñ¼ ìíîãîîáðàçèåâîçìîæíûõ ñèòóàöèé âíå âûäåëåííîãî äëÿ èññëåäîâàíèÿ îáúåê-òà ïðîèíòåãðèðîâàíî è ëîêàëèçîâàíî â îêðåñòíîñòè ýòîãî îáú-åêòà. Âñå âîçìîæíîñòè ñîñðåäîòî÷åíû â ñëîÿõ ïðîñòðàíñòâà ñî-ñòîÿíèé, èõ ìîæíî êëàññè�èöèðîâàòü è âû÷èñëÿòü âåðîÿòíîñòèèõ ðåàëèçàöèè. Ìû íå ñîáèðàåìñÿ ïîêà çàíèìàòüñÿ âû÷èñëåíèÿ-ìè âåðîÿòíîñòåé òåõ èëè èíûõ ïðîöåññîâ, è ïîýòîìó íå óäåëÿëèäîëæíîãî âíèìàíèÿ ýòîé ñòîðîíå îïèñàíèÿ.Ê íàñòîÿùåìó ìîìåíòó ìû óæå èìååì â ðóêàõ ïðàêòè÷åñêèâñå íåîáõîäèìûå èíñòðóìåíòû äëÿ îïèñàíèÿ ìèðà â íåêëàññè-÷åñêèõ (êâàíòîâûõ) òåðìèíàõ. È ýòè èíñòðóìåíòû íå îòðèöàþòêëàññè÷åñêèå, à åñòåñòâåííûì îáðàçîì âûðîñëè èç íèõ êàê ðàñ-øèðåíèå è óòî÷íåíèå èõ ñâîéñòâ â áîëåå îáùåé ñèòóàöèè. Ïîë-íàÿ êîíñòðóêöèÿ äëÿ îïèñàíèÿ ìèðà òåïåðü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéíîâûé ìàòåìàòè÷åñêèé îáðàç � ðàññëîåííîå ïðîñòðàíñòâî. Áà-çîé ýòîãî ïðîñòðàíñòâà, åãî îñíîâîé îñòà¼òñÿ ñîáñòâåííî ïðî-ñòðàíñòâî-âðåìÿ. Â áàçå, â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè, ñóùåñòâóþòðàçíîîáðàçíûå ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû, ÿâëÿþùèåñÿ ðåçóëüòà-òàìè èçìåðåíèé îäíèõ �èçè÷åñêèõ îáúåêòîâ äðóãèìè �èçè÷å-


