
�8.4 Îáñóæäåíèå 247Èìåÿ ââèäó ñêàëÿðíûé ïàðàìåòð t êàê îáîáù¼ííóþ �óíê-öèþ, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è åãî ãðàäèåíò, ∂it, î÷åâèäíî òàêæåêàê îáîáù¼ííóþ âåêòîð-�óíêöèþ. Ñðåäè ýòèõ âåêòîð-�óíêöèéâûäåëåíû ãðàäèåíòû íîðìàëüíûõ ñêàëÿðíûõ ïàðàìåòðîâ, ∂is èñîáñòâåííîãî äåéñòâèÿ äàííîãî îáúåêòà ∂is0.Ñâîéñòâî ðåàëüíûõ ÷àñòèö îïèñûâàòüñÿ êàñàòåëüíûì âåêòî-ðîì, êîòîðûé ìåæäó ñîáûòèÿìè ìîæåò èìåòü êàê âðåìåíè ïî-äîáíóþ, òàê è ïðîñòðàíñòâåííî ïîäîáíóþ ñîñòàâëÿþùèå, ìîæåòáûòü îïèñàíî òàêæå è ðàñøèðåíèåì çíà÷åíèé ïàðàìåòðà, èñïîëü-çóåìîãî äëÿ îïèñàíèÿ òðàåêòîðèé òàêèõ ÷àñòèö, íà âñþ îáëàñòüêîìïëåêñíûõ çíà÷åíèé. Ïðè ýòîì â ñîáûòèÿõ ïàðàìåòð äîëæåíèìåòü ëèáî ÷èñòî äåéñòâèòåëüíûå, ëèáî ÷èñòî ìíèìûå çíà÷åíèÿ.Ïîñëåäíåå çàìå÷àíèå ìîæåò áûòü ïåðå�ðàçèðîâàíî ñëåäóþùèìîáðàçîì: ñîáûòèÿ èìåþò ìåñòî òîëüêî ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõëèáî íà äåéñòâèòåëüíîé, ëèáî íà ìíèìîé îñè ïëîñêîñòè çíà÷åíèéêîìïëåêñíîãî ïàðàìåòðà. Ïðè ðàñøèðåíèè çíà÷åíèé îïèñûâàþ-ùåãî òðàåêòîðèþ ñêàëÿðíîãî ïàðàìåòðà íà êîìïëåêñíóþ ïëîñ-êîñòü ñîîòâåòñòâåííî ðàñøèðÿåòñÿ è îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷å-íèé åãî ãðàäèåíòîâ, îáîáù¼ííûõ âåêòîð-�óíêöèé.8.4 ÎáñóæäåíèåÂ ýòîé ãëàâå ìû âíà÷àëå îáñóäèëè íåîáõîäèìîñòü äàëüíåéøå-ãî óñëîæíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé êîíñòðóêöèè, êîòîðàÿ ìîãëà áûñëóæèòü àäåêâàòíûì îïèñàíèåì ìèðà. Àäåêâàòíûì ñ òî÷êè çðå-íèÿ ìàêñèìàëüíîé áëèçîñòè èçîáðàæåíèÿ ìèðà ê èäåàëüíîìó,ãäå ó÷èòûâàåòñÿ âñÿ äîñòóïíàÿ íàì èí�îðìàöèÿ î ñâîéñòâàõ ìè-ðà è òîëüêî îíà. Ïðîñòðàíñòâî à��èííîé ñâÿçíîñòè ìîãëî áûáûòü òàêèì èçîáðàæåíèåì, åñëè áû äîñòóïíûå ïðîöåäóðû èçìå-ðåíèé ïîçâîëÿëè áû óñòàíîâèòü çíà÷åíèÿ ñâÿçíîñòè äëÿ êàæ-äîé òî÷êè ìèðà îäíîçíà÷íî. Ýòî íå òàê. Ìàêñèìóì, ÷òî íàìäîñòóïíî, ýòî óòâåðæäåíèÿ âèäà: �ñâÿçíîñòü â äàííîé îáëàñòèïðèíàäëåæèò ê íåêîòîðîé ñîâîêóïíîñòè �óíêöèé òî÷êè, íà êî-òîðûå íàëîæåíû òàêèå-òî è òàêèå-òî óñëîâèÿ�. Â òàêîé ñèòóàöèèïðèä¼òñÿ èìåòü äåëî íå ñ åäèíñòâåííûì ìàòåìàòè÷åñêèì ïðî-



248 Ê �ÀÑÑËÎÅÍÍÎÌÓ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÓñòðàíñòâîì, à âñåãäà ñ èõ áåñêîíå÷íûì êîëè÷åñòâîì. Ýòî ÿâíîíå òî, ÷òî íàì õîòåëîñü áû ïîëó÷èòü � åäèíñòâåííûé ìàòåìà-òè÷åñêèé îáðàç. Æåëàíèå òàêîå âîâñå íå áåñïî÷âåííîå, âåäü âêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè èçîáðàæåíèå, î÷åíü áëèçêîå ê æåëà-åìîìó, ïîëó÷èòü âñ¼-òàêè óäà¼òñÿ.Ïîýòîìó ìû ðåøèëè ðàñøèðèòü íàøó êîíñòðóêöèþ òàê, ÷òî-áû â íåé ïðèñóòñòâîâàëî è êëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå, è, â òîæå âðåìÿ, ó÷èòûâàëîñü, ÷òî ñâÿçíîñòü íå îäíîçíà÷íà, ÷òî êëàñ-ñè÷åñêîå îïèñàíèå íå áîëåå, ÷åì ïðèáëèæåíèå. Ìû àâàíñîì íà-çâàëè ýòó êîíñòðóêöèþ ðàññëîåííûì ïðîñòðàíñòâîì, íå óòî÷íÿÿ,÷òî ýòî òàêîå. Ñëåäóþùèå ãëàâû è áóäóò ïîñâÿùåíû îïèñàíèþïðîèñõîæäåíèÿ è ñâîéñòâ íîâûõ ýëåìåíòîâ íàøåãî èçîáðàæåíèÿìèðà, êîòîðûå ïîÿâëÿþòñÿ â ýòîé êîíñòðóêöèè. À çäåñü ìû âî÷åðåäíîé ðàç âåðíóëèñü ê óòî÷íåíèþ �îðìóëèðîâîê è ïåðå÷èñ-ëåíèþ èñïîëüçóåìîé òåðìèíîëîãèè ïðè îïèñàíèè ñèñòåì êîîðäè-íàò è òðàåêòîðèé èçó÷àåìûõ îáúåêòîâ.Êëàññè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì ýëå-ìåíòîì è íîâîé êîíñòðóêöèè. Òåì êàðêàñîì, â êîòîðîì ñëèâàþò-ñÿ âñå íàøè çíàíèÿ î äàííîé îáëàñòè ìèðà êàê î åäèíîì, íåïðå-ðûâíîì ìíîãîîáðàçèè áîëåå åãî ìåëêèõ ÷àñòåé. Êàðêàñ ýòîò îá-ðàçîâàí òåìè îáúåêòàìè ìèðà, êîòîðûå ìû âûáèðàåì â êà÷åñòâååäèíèö èçìåðåíèé.Èçó÷àåìûé îáúåêò íàìè ïîñòàâëåí â äâîéñòâåííîå ïîëîæå-íèå. Ñ îäíîé ñòîðîíû, îí ÿâëÿåòñÿ íåîòúåìëåìîé ÷àñòüþ ìèðà.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åãî âëèÿíèå íà ìèð ìû íå ðàññìàòðèâàåì.�àññìàòðèâàåì òîëüêî âëèÿíèå âñåãî îñòàëüíîãî ìèðà íà âû-áðàííûé îáúåêò. Ýëåìåíòû ïîäîáíîé äâîéñòâåííîñòè óæå ïðè-ñóòñòâóþò è â êëàññè÷åñêîì îïèñàíèè. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå î ïðîá-íîé ÷àñòèöå, ïîêàçûâàþùåé íàëè÷èå êëàññè÷åñêîãî ïîëÿ â îáëà-ñòè ñâîèì äâèæåíèåì (ñâîåé òðàåêòîðèåé), è íå èçìåíÿþùåé åãîñâîèì ñîáñòâåííûì ïðèñóòñòâèåì. Áàçèðóåòñÿ ýòî ïðåäñòàâëåíèåíà âîçìîæíîñòè ïðè îïèñàíèè äâèæåíèÿ êëàññè÷åñêîé ÷àñòèöûèñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ ñèíãóëÿðíîñòü, ñâÿçàííóþ ñ ñàìîéýòîé ÷àñòèöåé, òàê êàê å¼ òðàåêòîðèÿ îñòà¼òñÿ ãåîäåçè÷åñêîé íåòîëüêî â ïîëíîé ñâÿçíîñòè, íî è âî âíåøíåé ñâÿçíîñòè. Ýòîò ïîä-



�8.4 Îáñóæäåíèå 249õîä îñòàíåòñÿ íåèçìåííûì è â êâàíòîâîì îïèñàíèè.Òðàåêòîðèÿ êëàññè÷åñêîé ïðîáíîé ÷àñòèöû ÿâëÿåòñÿ õîðîøîîïðåäåë¼ííîé òîëüêî äëÿ êàæäîé çàäàííîé ïðîöåäóðû èçìåðå-íèé, â âûáðàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïðè ó÷¼òå âñåé ãðóïïû êî-îðäèíàò, äîïóñêàþùèõ ïîñòðîåíèå êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû îò÷¼òà,ñ êëàññè÷åñêîé ÷àñòèöåé ñëåäóåò ñâÿçûâàòü óæå ãðóïïó òðàåêòî-ðèé (â ñìûñëå �óíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè ïîëîæåíèÿ è äðó-ãèõ õàðàêòåðèñòèê ÷àñòèöû îò êîîðäèíàò), òàêæå êàê è ãðóïïóñâÿçíîñòåé, îïèñûâàþùèõ �èçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ðàññìàò-ðèâàåìîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Ýòè ãðóïïû ðàñøèðÿ-þòñÿ åù¼ áîëüøå, êîãäà ìû ïðèíèìàåì âî âíèìàíèå è ïðîöåäóðûèçìåðåíèé, íå äîïóñêàþùèå ââåäåíèå êëàññè÷åñêîé ìåòðèêè.Ïðè ïîïûòêå ó÷åñòü âñþ ñîâîêóïíîñòü âîçìîæíûõ ñâÿçíî-ñòåé, êîòîðûå ìîãóò áûòü àññîöèèðîâàíû ñî ñâîáîäíîé ðåàëüíîé÷àñòèöåé, ïðåäñòàâëåíèå î åäèíñòâåííîé å¼ òðàåêòîðèè â êëàñ-ñè÷åñêîé ñâÿçíîñòè (â âûáðàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò) ñòàíîâèòñÿñîâåðøåííî íåäîñòàòî÷íûì. Äà, íà ýòîé åäèíñòâåííîé êëàññè-÷åñêîé òðàåêòîðèè ëåæàò âñå èçâåñòíûå ñîáûòèÿ. Íî íå áîëååòîãî. Ìåæäó ýòèìè ñîáûòèÿìè ðåàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ íå îáÿçà-íà ñîâïàäàòü ñ êëàññè÷åñêîé. Áîëåå òîãî, âñå ýòè âîçìîæíûåòðàåêòîðèè, ñîîòâåòñòâóþùèå âîçìîæíûì ëîêàëüíûì ñâÿç-íîñòÿì äîëæíû ó÷èòûâàòüñÿ â îïèñàíèè ñîâìåñòíî. È ëîêàëü-íîå èçìåíåíèå âñåõ õàðàêòåðèñòèê ýòèõ òðàåêòîðèé (ðåàëüíîé÷àñòèöû), òàêèõ êàê, íàïðèìåð, êàñàòåëüíûé âåêòîð ê òðàåêòî-ðèè, èëè ãðàäèåíò ñêàëÿðíîãî ïàðàìåòðà â òî÷êå, òàêæå íåîá-õîäèìî îòñëåæèâàòü äëÿ âñåé ñîâîêóïíîñòè âîçìîæíûõ òðàåê-òîðèé (ñâÿçíîñòåé). Â êàæäîì ñëó÷àå ðå÷ü èä¼ò âñ¼ åù¼ î ïà-ðå òðàåêòîðèÿ � âíåøíÿÿ ñâÿçíîñòü. Íî âíåøíÿÿ ñâÿçíîñòü óæåìîæåò âûõîäèòü çà ðàìêè ãðóïïû êëàññè÷åñêèõ ñâÿçíîñòåé. Íåòîëüêî òåõ, ÷òî äîïóñêàþò ââåäåíèå êëàññè÷åñêîé ìåòðèêè, íî èâîîáùå âñåõ êëàññè÷åñêèõ ñâÿçíîñòåé, ãðóïïà êîòîðûõ îãðàíè-÷åíà ïðèïèñûâàíèåì ñòàòóñà ñîáûòèÿ êàæäîé òî÷êå òðàåêòîðèè÷àñòèöû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñî ñâîáîäíîé ðåàëüíîé ÷àñòèöåé âäàííîé êëàññè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñâÿçàíà íå åäèíñòâåí-íàÿ òðàåêòîðèÿ, à áåñêîíå÷íî áîëüøîå ÷èñëî òðàåêòîðèé, îáú-



250 Ê �ÀÑÑËÎÅÍÍÎÌÓ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÓåäèí¼ííûõ ëèøü íåêîòîðûì êîíå÷íûì ÷èñëîì îáùèõ òî÷åê �ñîáûòèé, â êîòîðûõ õàðàêòåðèñòèêè ýòèõ òðàåêòîðèé (êàñàòåëü-íûé âåêòîð è ò.ï.) ñîâïàäàþò. ×àùå âñåãî â êâàíòîâîì îïèñàíèèïðèä¼òñÿ ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé êîãäà òàêîå ñîáûòèå âîîáùå îä-íî, â äàííîé òî÷êå, ãäå è èçó÷àþòñÿ åãî ñâîéñòâà.Äëÿ íàèáîëåå ïîëíîãî ó÷¼òà ýòèõ äîïîëíèòåëüíûõ ñòåïåíåéñâîáîäû îïèñàíèÿ îêàçûâàåòñÿ óäîáíûì èñïîëüçîâàòü íîâîå ïî-íÿòèå � ïîíÿòèå î âåêòîðå ñîñòîÿíèÿ. Ýòî ïîíÿòèå ââîäèòñÿ èîáñóæäàåòñÿ â ñëåäóþùåé ãëàâå. Îíî ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì äëÿïðîèçâîëüíîãî ïðîñòðàíñòâà à��èííîé ñâÿçíîñòè è îïðåäåëÿåò-ñÿ ÷åðåç ñâÿçíîñòü. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëåíèå î âåêòîðå ñîñòîÿíèÿìîæíî èñïîëüçîâàòü è â êëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè, äëÿ îïè-ñàíèÿ äâèæåíèÿ ïðîáíûõ ÷àñòèö âî âñåõ äîïóñòèìûõ ñèñòåìàõêîîðäèíàò ñðàçó, íî äëÿ ñâîáîäíîé ðåàëüíîé ÷àñòèöû îíî ñòàíî-âèòñÿ ïðàêòè÷åñêè íåîáõîäèìûì èíñòðóìåíòîì.Âïîëíå ÿñíî, ÷òî òàêîå ïîíÿòèå, êàê òðàåêòîðèÿ îáúåêòà, ñà-ìî ïî ñåáå íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì. Ëîêàëèçàöèÿ åãî ïðîèñõîäèòïóò¼ì ñâÿçûâàíèÿ ñ êàæäîé òî÷êîé ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè îïðå-äåë¼ííîãî çíà÷åíèÿ êàñàòåëüíîãî âåêòîðà. Èçìåíåíèå êàñàòåëü-íîãî âåêòîðà âäîëü òðàåêòîðèè è îïèñûâàåò òðàåêòîðèþ, êàê öå-ëîå, íî ëîêàëüíûì îáðàçîì. Ïîýòîìó îïèñàíèå â êàæäîé òî÷êåòðàåêòîðèè îáúåêòà ñîñòîÿíèÿ èìåííî êàñàòåëüíîãî âåêòîðà ÿâ-ëÿåòñÿ âïîëíå äîñòàòî÷íûì äëÿ îïèñàíèÿ ýòîé òðàåêòîðèè, êàêöåëîãî. Îòëè÷èå êâàíòîâîãî îïèñàíèÿ îò êëàññè÷åñêîãî ñîñòîèòâ òîì, ÷òî âåêòîð ñîñòîÿíèÿ äîëæåí óæå èçîáðàæàòü íå åäèí-ñòâåííóþ òðàåêòîðèþ, à âñþ ñîâîêóïíîñòü âîçìîæíûõ òðàåêòî-ðèé îáúåêòà. Ñ êàæäîé òî÷êîé ñóùåñòâîâàíèÿ îáúåêòà â ïðî-ñòðàíñòâå-âðåìåíè îêàçûâàåòñÿ àññîöèèðîâàííîé íå îòäåëüíîåçíà÷åíèå âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ, à öåëîå ïðîñòðàíñòâî âîçìîæíûõñîñòîÿíèé êàñàòåëüíîãî âåêòîðà. À ïîñêîëüêó òðàåêòîðèé ñó-ùåñòâîâàíèÿ îáúåêòà óæå ìíîãî ðàçíûõ, òî ñâîé ýêçåìïëÿð ïðî-ñòðàíñòâà âîçìîæíûõ çíà÷åíèé âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ äîëæåí áûòüïðèâÿçàí ê êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, åñòü òàì îáú-åêò, èëè íåò. Âîò ïî ýòîìó ïóòè ìû è ñîáèðàåìñÿ èäòè. Èçîáðà-æåíèåì ìèðà â êâàíòîâîì îïèñàíèè ñòàíåò ìàòåìàòè÷åñêàÿ êîí-



�8.4 Îáñóæäåíèå 251ñòðóêöèÿ áîëåå ñëîæíàÿ, ÷åì òî ãåîìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî(ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ), êîòîðîå ìû èìååì â êëàññè÷åñêîì îïèñà-íèè. Ïîìèìî êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà, êîòîðîå ñîäåðæèò âñåðåçóëüòàòû èçìåðåíèé â äàííîé òî÷êå, ñ êàæäîé òî÷êîé áóäåòñâÿçàíî åù¼ è íåêîòîðîå ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé. Òàêîãî ðîäàêîíñòðóêöèè óæå äàâíî èçó÷àþòñÿ â ìàòåìàòèêå. Èõ íàçûâà-þò ðàññëîåííûìè ïðîñòðàíñòâàìè. Îïèñàíèå ðàññëîåííûõ ïðî-ñòðàíñòâ ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò îïèñàíèÿ ïðîñòðàíñòâ à��èííîéñâÿçíîñòè, îíî ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ðàçâèòèåì âñåõ òåõ èäåé,êîòîðûå ìû îáñóæäàëè â ïåðâîé ÷àñòè ýòîé êíèãè.Âàæíî çàìåòèòü, ÷òî ïðè òàêîì îïèñàíèè ñâîáîäíûõ ðåàëü-íûõ ÷àñòèö ìû âñ¼ åù¼ íå èíòåðåñóåìñÿ ïðîèñõîæäåíèåì ñîáû-òèé íà èõ òðàåêòîðèÿõ. Ýòî íåêîòîðûå îñîáûå òî÷êè, â êîòîðûõõàðàêòåðèñòèêè ÷àñòèöû, òàêèå êàê êàñàòåëüíûé âåêòîð ê òðàåê-òîðèè è ãðàäèåíò ñêàëÿðíîãî ïàðàìåòðà ïîä÷èíÿþòñÿ çàäàííûìóñëîâèÿì. Íî ïðè÷èíû è ñêîðîñòü èõ ïîÿâëåíèÿ íà òðàåêòîðèèïîêà íàõîäÿòñÿ âíå íàøåãî âíèìàíèÿ. Ìàññà ïîêîÿ òàêîé ÷àñòè-öû îñòà¼òñÿ âíåøíèì, ñâîáîäíûì ïàðàìåòðîì. ßñíî êîíå÷íî, ÷òîýòè îñîáûå òî÷êè íà òðàåêòîðèÿõ (ñîáûòèÿ) îïðåäåëÿþòñÿ òåìêëàññîì ñâÿçíîñòåé (èëè îïðåäåëÿþò åãî), êîòîðûé ïîçâîëÿåò èõñóùåñòâîâàíèå. Ñâÿçíîñòè ýòè ÿâëÿþòñÿ, î÷åâèäíî, ëîêàëèçîâàí-íûì îáðàçîì âñåãî âíåøíåãî ìèðà. Â ýòîì ñìûñëå ïðåäñòàâëåíèåÌàõà î òîì, ÷òî èíåðöèÿ ÷àñòèöû (å¼ ìàññà) îïðåäåëåíà âíåøíèììèðîì, áåçóñëîâíî ñïðàâåäëèâî.


